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Dedico este trabalho a todos aqueles que nao param de sonhar; mas, sobretudo,

aqueles que tém a sensatez de apreciar os sonhos com moderacao.

Data: Mon, 24 Nov 2003 11:04:46 -0800

De: Ray Bradbury < ps.mbl@planetary.org>

Para: My Friends <specialevent@lists.planetary.org>
Responder-para: The Planetary Society <tps.mbl@planetary.org>
Assunto: Thank You for Celebrating a Martian Dream

Dear Friend,

I want to thank you for the birthday greeting you sent me via The Planetary Society.
The giant birthday card covered with messages from my friends around the world was
presented to me by the Society at a wonderful party during the week of Mars’ closest

approach to Earth. I appreciate each and every one of you, and all the warm wishes

you sent me.

People often ask me how I stay so young, how I've kept such a “youthful” outlook.
The answer is simple: Live a life in which you cram yourself with all kinds of
metaphors, all kinds of activities, and all kinds of love. On that August night when
the Society celebrated my birthday I shared with my friends a dream I have: Some
night one hundred years from now, there’ll be a boy on Mars reading late at night,
with a flashlight under the covers, and he’ll look out at the Martian landscape —
which will be bleak, rocky and red, and not very romantic. I hope he will be reading

my book, The Martian Chronicles.

That’s my dream, and that’s why I spent that evening celebrating my birthday with
my friends at The Planetary Society, who work hard every day to make such a dream
possible. There’s much work left to be done to achieve my dream and we could use
your help. Please join me as a member of The Planetary Society. Working together

we will make this grand adventure come to fruition.

Thank you.

Ray Bradbury

Join The Planetary Society at:
http://store.yahoo.com/planetarysociety /about-us.html

“A veces ocurren cosas lindas en la vida, pena que el efecto dura poco”

Marcelo Esteban Coniglio

“Lo malo de la felicidad es que, cuando se v&, nos deja su recuerdo”

Autor desconocido
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Resumo

Este trabalho descreve o formalismo das gramdticas livres de contexto adaptativas
com verificacao de aparéncia.

Esses dispositivos gramaticais possuem como nicleo uma gramatica livre de
contexto subjacente e, como mecanismo de auto-modificacdo, uma ou varias
funcoes adaptativas que determinam quais produgoes sao aplicaveis em cada passo
de uma derivacao. A werificacao de aparéncia se refere a uma forma especial de
aplicar algumas producoes, escolhidas pelo projetista da gramaética, sem alterar
a forma sentencial nessa aplicacao.

E provado que esse formalismo tem poder de maquina de Turing demons--
trando, em forma construtiva, sua equivaléncia com quatro formalismos gramati-
cais baseados em gramaticas livres de contexto com mecanismos de controle, que
tem esse poder. Sao desenvolvidos dois analisadorers para linguagens dependentes
de contexto a partir de um desses outros quatro formalismos. Um deles, que é
baseado em automatos-pilha, opera em forma ascendente; o outro, baseado em
automatos finitos adaptativos, opera em forma descendente.



Abstract

This work introduces and describes the formalism of the context-free adaptive
grammar with appearance checking.

Such gramatical devices have as its kernel a subjacent context-free grammar
and, as mechanism of self-modification, one or several adaptive functions which
determines the productions able to be applied at each step of a derivation. The
appearance checking refers to a special way to apply some productions, choosen
by the designer of the grammar, without changing the sentential form in this
application.

It is proved that this formalism has Turing Machine power, proving, by cons-
truction, its equivalence with four grammatical formalisms based on context-free
grammars and with control mechanisms, with such power. Two parsers have been
developed for context-dependent languages from one of these four formalisms.
One of them is based on stack-automata, and operates in a bottom-up fashion.
The other is based on adaptive automata, and operates in a top-down fashion.
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M

o Familia das linguagens geradas pelas gramaticas livres 41

de contexto matriciais com verificacao de aparéncia

esq Familia das linguagens geradas pelas gramaticas livres 43
de contexto matriciais sob derivagoes mais a esquerda

Mgy Familia das linguagens geradas pelas gramaticas livres 44
de contexto matriciais sem producoes-\ sob derivagoes

mais a esquerda

T2 Familia das linguagens geradas pelas gramaticas livres 59
de contexto periodicamente variantes no tempo com ve-
rificacao de aparéncia

T Familia das linguagens geradas pelas gramaticas livres 60
de contexto periodicamente variantes no tempo sem
producoes-A

K Familia das linguagens geradas pelas gramaticas livres 60
de contexto periodicamente variantes no tempo

Toe Familia das linguagens geradas pelas gramaticas livres 60

de contexto periodicamente variantes no tempo sem

producoes-\ e com verificacao de aparéncia

P Familia das linguagens geradas pelas gramaticas livres 70
de contexto programadas sem produgoes-A

PA Familia das linguagens geradas pelas gramaticas livres 70
de contexto programadas

Pac Familia das linguagens geradas pelas gramaticas livres 70
de contexto programadas sem produgoes-A e com veri-
ficacao de aparéncia

continua. . .
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PN Familia das linguagens geradas pelas gramaticas livres 70
de contexto programadas com verificagao de aparéncia

R Familia das linguagens geradas pelas gramaticas livres 96
de contexto com linguagem de controle regular sem
producoes-A

R Familia das linguagens geradas pelas gramaticas livres 96
de contexto com linguagem de controle regular

Rac Familia das linguagens geradas pelas gramaticas livres 96
de contexto com linguagem de controle regular sem
produgoes-A e com verificacao de aparéncia

R, Familia das linguagens geradas pelas gramaticas livres 96
de contexto com linguagem de controle regular com ver-
ificacdo de aparéncia

LA Familia das linguagens geradas pelas gramaticas livres 124
de contexto adaptativas sem producoes-A

LA Familia das linguagens geradas pelas gramaticas livres 124
de contexto adaptativas

LA Familia das linguagens geradas pelas gramaticas livres 124
de contexto com linguagem de controle regular sem
producoes-\ e com verificacao de aparéncia

LA Familia das linguagens geradas pelas gramaticas livres 124

ac

de contexto adaptativas com verificacao de aparéncia

Outros simbolos utilizados:

e L(i,7j,k) familia das linguagens geradas pelas graméticas (G, C') com:

— (G : uma gramatica de tipo ¢ na hierarquia de Chomsky,

— (' : a linguagem de controle gerada por uma gramatica de tipo ¢ na

— k = 1 indica que se considera um conjunto nao vazio de produgoes a

hierarquia de Chomsky;,

aparencia.

serem aplicadas em modo de verificacao da aparéncia e k = 0 indica

que nao ha produgoes a serem aplicadas em modo de verificacao da



Capitulo 1

Introducao

Neste capitulo é apresentado o objetivo desta tese, assim como a motivagao que
levou ao seu desenvolvimento. Também faremos uma resenha sobre dispositivos com
estrutura dinamical, baseados em méaquinas de estados e baseados em graméticas,
que identificam a classe das linguagens Recursivamente Enumeraveis para situar
o presente trabalho no marco geral da teoria da computacao. Na ultima secao é
apresentada a estrutura da tese dando uma visao geral sobre os assuntos tratados
nos demais capitulos.

1.1 Objetivo

O objetivo desta tese é representar linguagens recursivamente enumeraveis usando
dispositivos dinamicos baseados em gramaéticas livres de contexto. Os dispositivos
em questao sao uma especializacao das gramaticas adaptativas desenvolvidas em
Twailtl.

Para alcancar esse objetivo fazemos, no capitulo 2 deste trabalho, um estudo
sobre gramdticas livres de contexto com mecanismos de controlel?> B4 que séo
dispositivos gramaticais com poder computacional de maquina de Turing. Como
conseqiiéncia desse estudo, atingimos nosso objetivo ao provar, no capitulo 3, a
equivaléncia do formalismo proposto nesta tese com as gramdticas livres de contexto
com mecanismos de controle.

Outro resultado obtido, durante a elaboracao deste trabalho, é a deducao de
um analisador nao-deterministico para linguagens dependentes de contexto expressas
por uma das gramdticas livres de contexto com mecanismos de controle estudadas

'que mudam, durante sua operacdo, as regras que inicialmente os definem
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no capitulo 20

Além disso, foi obtido também um analisador deterministico, baseado em
automatos finitos adaptativos, para linguagens dependentes de contexto expressas
por uma das gramdticas livres de contexto com mecanismos de controle cujo con-
junto de producoes é tal que o tinico nao terminal que produz uma seqiiéncia de
nao-terminais é o simbolo inicial da gramatica.

1.2 Motivacao

Em teoria de computacao, as linguagens formais tém sido agrupadas em quatro
classes, denotadas £;, 0 < i < 3, segundo o tipo da gramatica, na hierarquia de
Chomsky, que as geral?. A essas quatro classes correspondem quatro formalismos
basedos em maquinas de estado que servem como reconhecedores para cada uma
das classes das linguagens formais: Mdquinas de Turing (T'M pelas suas siglas em
inglés Turing Machine), Autémato Linearmente Limitado (LBA pelas suas siglas
em inglés Linear Bounded Automata), Autémato de Pilha (PDA pelas suas siglas
em inglés Pushdown Automata), Autémato Finito (F A pelas suas siglas em inglés
Finite Automata). A seguinte tabela mostra a identificacdo entre as classes das
linguagens, os tipos de gramadticas e as diferentes maquinas!?:

(Classes das Linguagens Exemplo | Gramaticas | Maquinas
Ly Recursivamente Enumerdveis (RE) — Tipo 0 ™M
L1 Dependentes de Contexto a™b"c" Tipo 1 LBA
Lo Livres de Contexto a™b" Tipo 2 PDA
L3 Regulares a™b™ Tipo 3 FA

Denotamos com L(T'M), L(LBA), L(PDA) e L(FA) as classes das linguagens
aceitas, respectivamente, pelas maquinas TM, LBA, PDA, e FA. Essas classes
de linguagens estao relacionadas como a seguir: (em particular, as linguagens de
programacao, denotadas como LP, encontram-se numa posi¢ao intermediaria entre
a classe L, e a classe 52[2]):

L3=L(FA)C Ly=L(PDA) C LP C £y = L(LBA) C Lo = L(TM)

Tanto as maquinas de estado quanto as gramaticas consideradas nas inclusoes acima
sao dispositivos de estrutura estatica; isto quer dizer que operam segundo um con-
junto fixo de regras, definido antes do inicio de sua operacao, e que nao muda durante
o transcurso da mesma.

Existe, porém, outro tipo de dispositivos, o dos que possuem estrutura dinamica;
isto quer dizer, que antes do inicio de sua operacao possui um conjunto de regras
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preparadas de tal forma que podem ser modificadas durante sua operagao. Isto
implica na possibilidade de que esse conjunto de regras cresca indefinidamente, ou
seja, sua estrutura pode ser potencialmente infinita, mesmo que a cada “passo” da
operacao a estrutura se mantenha finita.

Nas secoes 1.4 e 1.5 vamos fazer uma resenha de seis de tais dispositivos que
identificam a classe RE das linguagens recursivamente enumeraveis.

Por um lado, vamos considerar as seguintes maquinas de estado com estru-
tura dinamica: Autémato de Pilha Variante no Tempo (TVPDA pelas suas siglas
em inglés Time-Varying Pushdown Automatal®, Autémato Finito Auto-Modificdvel
(SMFA pelas suas siglas em inglés Self-Modifiying Finite Automata™, e Autémato
Adaptativo (AA pelas suas siglas em inglés Adaptive Automatal®).

Por outro lado, vamos considerar os seguintes dispositivos gramaticais com
estrutura dinamica: Gramdticas-W (em inglés W-grammars'%; vamos denoté-las
W-G nesta secao), Gramdaticas Adaptaveis Recursivas (RAG pelas suas siglas em
inglés Recursive Adaptable Grammars™), e Gramaticas-§ (em inglés: §-grammars;
nesta secdo usaremos o simbolo § para denota-las!'?).

A seguinte tabela compara estes dispositivos com estrutura dinamica do ponto
de vista de possivel crescimento ilimitado do niimero de regras que os definem.

TVPDA|SMFA | AA | G-W| RAG | §
Ntcleo inicial finito Sim Sim | Sim || Sim | Sim | Sim
Estrutura potencialmente ilimitada Nao Sim | Sim || Sim | Sim | Sim

Portanto existe uma maquina de estado, com poder de maquina de Turing, que
possui estrutura dinamica e cujo conjunto de regras nao cresce indefinidamente.
Pode-se entao colocar a seguinte pergunta:

Ezistem dispositivos gramaticais com estrutura dinamica e poder computacio-
nal de maquina de Turing que operem com um conjunto limitado de nao-
terminais e producoes?

Essa pergunta pode ser respondida da seguinte forma:

1. Sim, existem; no capitulo 2 deste trabalho vamos estudar os projetados, entre
1965 e 1970, por Abraham!'®, Rozenkrantz!!¥, Salomaal*® | ¢ Ibarrall® (outros
dispositivos similares podem ser consultados em Salomaal?, Dassow!® ¥ e no
volume 2 de Rozenberg!!™):

2. Todos eles sao baseados em gramaticas livres de contexto:
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(a) Gramadticas com linguagem de controle regular (GR),
(b) Graméticas Matriciais (GM),

(¢) Gramadticas Programadas (GP),

)

(d) Gramaticas Periodicamente Variantes no Tempo (GT).

Comparamos a seguir esses dispositivos gramaticais com estrutura dinamica com as
graméticas adaptativas como definidas em Iwaill:

GR |GM | GP | GT | GA
Ntcleo inicial finito Sim | Sim | Sim | Sim | Sim
Estrutura potencialmente ilimitada | Nao | Nao | Nao | Nao | Sim

Como as gramaticas adaptativas possuem producoes dependentes de contexto e po-
dem incrementar, sem limite, a sua quantidade de producoes e nao-terminais, pode-
mos colocar as seguintes perguntas:

Qual o poder computacional das gramdticas adaptativas baseadas em nicleos
livres de contexto?

Serd que as gramdticas adaptativas baseadas em mnicleos livres de contexto
podem operar com conjuntos de nao-terminais e producoes que nao crescem
indefinidamente?

Vale mencionar que a colocagao dessas perguntas foi, pela sua vez, motivada por
uma procura por uma simplificacdo da notagao para o formalismo das graméticas
adaptativas, de modo que fosse acessivel a um maior niimero de pessoas, e que nao
acontega com elas — por culpa da notacao complexa — o que aconteceu, por exemplo,
com o poderoso formalismo das gramaticas-W o qual, embora permita especificar
completamente linguagens de programacéo, foi usado poucas vezes para tal im!?.

Essas perguntas motivaram o trabalho desenvolvido nesta tese e sao respondi-
das afirmativamente pelo resultado central deste trabalho, que enunciamos a seguir:

Teorema 1.2.1 As gramdticas livres de contexto adaptativas com wverificacao de
aparéncia® geram a classe das linguagens recursivamente enumerdveis. Mais ainda,
basta usar fungoes adaptativas posteriores, sem geradores, nem varidveis, nem agoes
adaptativas iniciais nem acoes adaptativas finais. O unico parametro requerido €
uma producao e ele pode ser passado implicitamente usando uma notagao que € com-
pativel com a notacdo dos Autématos Adaptativos!®! e com a notacio das gramdticas
adaptativas.

2a “verificacao de aparéncia” é definida no capitulo 2
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Esse resultado é o resumo de nosso estudo de dispositivos gramaticais adaptativos
baseados em gramaticas livres de contexto: no capitulo 3 desta tese provamos que
as gramaticas livres de contexto adaptativas com verificacao de aparéncia sao equiv-
alentes a todos os dispositivos gramaticais apresentados no capitulo 2, no sentido
que podem simula-los e podem ser simulados por eles.

1.3 Dispositivos que identificam a classe RE

Nas duas secoes seguintes vamos descrever varios dispositivos que identificam a classe
das linguagens Recursivamente Enumeraveis e que compartilham a caracteristica
de possuir uma estrutura dinamica no sentido que eles alteram as regras de sua
definicao inicial durante sua execucao; em cada caso, damos uma breve descricao
do dispositivo e, para ilustrar os conceitos introduzidos, apresentamos um exemplo
que os exercita. Iniciamos nossa exposicao com dispositivos dinamicos baseados em
maquinas de estados e, a seguir, apresentamos dispositivos dinamicos baseados em
gramaticas.

Na secao 1.4 vamos resenhar as seguintes maquinas de estado com estru-
tura dinamica: Autémato de Pilha Variante no Tempo TVPDAS | Autémato Finito
Auto-Modificdvel SMFAM | e Autémato Adaptativo AAL!. Devemos advertir que os
autématos finitos auto-modificdveis r-DFAPY | apresentados na subsecdo 1.4.4, ndo
identificam a classe RE das linguagens recursivamente enumeraveis mas foram in-
cluidos na secao 1.4 por serem um desenvolvimento recente, de 2002, compativel
com os estudados nesta secao.

Na secao 1.5 vamos resenhar os seguintes dispositivos gramaticais com estru-
tura dinamica: Gramdticas- W19, Gramdticas Adaptdveis Recursivas, RAGM, e
Gramaticas-§1'2.
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1.4 Maquinas de estado que identificam a classe

RE

Nesta secao apresentamos trés dispositivos dinamicos baseados em maquinas de es-
tados; o primeiro apresenta a interessante caracteristica de alterar seu conjunto de
transicoes segundo uma funcao definida dos nimeros naturais no conjunto poténcia
do conjunto de suas transicoes originais alterando assim sua estrutura topoldgica;
o segundo dispositivo é um automato finito dotado de meméria na forma de regis--
tradores e que possui agoes de modificagao que lhe permitem criar ou apagar dinami-
camente — e de forma controlada— estados e transicoes; o terceiro é um automato
de pilha dotado de funcoes adaptativas que lhe permitem criar ou eliminar dinami-
camente estados e transi¢bes e ainda procurar por transicoes que satisfazem um
padrao especificado, de modo a usar as informacoes obtidas como variaveis dentro
das fungoes adaptativas.

1.4.1 Autématos Variantes no Tempo

Autématos de Pilha Variantes no Tempo (T'VPDA pelas suas siglas em inglés:
Time-Variant Pushdown Automatal®) sdo dispositivos baseados em autoématos de
pilha nao-deterministicos, dotados de uma funcao que muda seu conjunto de transi¢oes
durante o reconhecimento de uma palavra. Quando a funcao que muda o conjunto
de transicoes é periddica obtém-se a subclasse PTV PDA e quando o automato de
pilha subjacente é deterministico obtém se a subclasse TV DPDA. As trés classes
estao relacionadas pelo seguinte resultadol®:

L, = L(PTVPDA) C L(TVPDA),  L(TVDPDA) C L(TVPDA) = L,

onde Lo é a classe das linguagens livres de contexto, e onde Ly é a classe das
linguagens recursivamente enumeraveis.

Autématos Finitos Variantes no Tempo (T'V A pelas suas siglas em inglés:
Time-Variant Finite Automata'®) sdo dispositivos baseados em autématos finitos
os quais sao dotados de uma funcao periddica que muda seu conjunto de transigoes
durante o reconhecimento de uma palavra. O poder computacional destes dispos-
itivos inclui todas as linguagens regulares e algumas, mas nao todas as linguagens
livres de contexto nao-regulares. Em Krithivasan!' é estudada uma versao semel-
hante deste modelo, chamada Automato Finito Variante no Tempo Generalizado, na
qual sao permitidas transicoes em vazio, o que resulta em uma expansao de seu poder
computacional que lhes permite reconhecer linguagens recursivamente enumeraveis.
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Exemplo 1.4.1 TV PDA que aceita a linguagem L = {a"b"c¢" : n > 1}. No
TV PDA apresentado graficamente na Fig. 1.1 a sequir as quddruplas que etiquetam
as transicoes tém o significado sequinte:

(indice da variagao, caractere lido, simbolo a desempilhar, simbolo a empilhar)

em particular, a representacao dos simbolos a empilhar ou desempilhar se faz com
a convencgdo de que o topo da pilha fica mais a esquerda.

(i7 a, 2o, ZZO)

Figura 1.1: TV PDA que reconhece a linguagem L = {a™b"c" : n > 1}.

Vamos discutir como esse TV P D A reconhece as palavras da linguagem L = {a™b"c" :
n > 1}. O reconhecimento comega com a pilha contendo o simbolo de fundo de pilha
zo e acaba com a pilha vazia. A estrutura topoldgica, no que se refere aos estados
Qo € q1, estd baseada no automato de pilha classico, que reconhece a linguagem de
duplo balanceamento {a™b"™ : n > 1}: para cada simbolo “a” lido é empilhado um
simbolo “2”, a sequir a quantidade de simbolos “b”que podem ser lidos é controlada
usando os simbolos “2” na pilha, impondo a condicao de que para cada simbolo “b”
lido seja desempilhado um simbolo “z”. Jd na transi¢ao do estado qi para o estado
G2, executada para um valor impar do indice, sao empilhados tantos simbolos “y”
quantos simbolos “c” faltam por ser lidos para completar o triplo balanceamento. A
variacao desse TV PDA € que a transicao que empilha os “y” somente existe quando
o indice € impar. As outras transi¢oes existem tanto para valores pares quanto para

valores impares do indice 1.

A sequir apresentamos uma tabela com o reconhecimento da palavra a3b3c?.
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it | Pilha inicial | Estado inicial | Stmbolo lido | Estado final | Pilha final
1 20 ) a ) 220
2 220 Qo a Qo 227
3 222 Qo a Qo 22220
4 22270 Qo b G 2220
5 222 G b G 220
6 229 G b ¢ 20
7 20 41 ¢ P YY=o
8 YY=o a2 ¢ a2 Y=o
9 Y=o a2 c a2 20
10 2 02 A 03 A

1.4.2 Automatos Finitos Auto-Modificaveis

Automatos finitos auto-modificaveis (SMF A, pelas suas iniciais em inglés: Self
Modifying Finite Automatal™). Projetados por Shutt e Rubinstein em 1993 sdo
automatos finitos dotados de registradores que representam memoria e que podem
ter certas restricoes impostas para seu uso; SMF A possuem poder computacional
de Maquina de Turing?”). Para explicar os diferentes conceitos referentes ao SM F A,
vamos detalhar um breve exemplo, apresentado originalmente em Shutt!?).

Exemplo 1.4.2 SMF A de 2-registros que aceita a linguagem L = {a"b"c" :
n > 0}. No SMFA apresentado graficamente na Fig 1.2 a sequir os 2 registros
mencionados sao representados pelos meta-nomes newy, old,, new. e old., com a
sequinte semantica: toda vez que uma acdo de auto-modificacao, que faz referéncia
a newy, € executada deve se criar um novo estado b (nds distinguiremos estes es-
tados criados colocando um subindice: by, by, bs, ...). Vamos mostrar como esse

a/add old, —° new,

Madd q, —* new, m)\/add q. — new, /\/\()
q q q q
@ N ’ A/add old, —¢ new, ’

M add oldy, —* q.

0 M add old, —* q; @

Figura 1.2: O SMF A antes de iniciar o reconhecimento.
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SMF A reconhece a cadeia abc. Quando € executada uma ac¢ao de auto-modificacao,
que faz referéncia a oldy, entdo essa referéncia deve ser substituida pelo mais recen-
temente criado “estado b”; consideragoes andlogas valem para as referéncias new.
e old.. Ao percorrer a primeira transicao em vazio, a correspondente acao de auto-
modificagdo € executada e € adicionado um novo “estado b” (que ganha o nome by)
e uma transi¢ao correspondente (Fig. 1.3). Agora, ao partir do estado qi para o

a/add old, —° new,

M add g, —* newbmA/add q. — newcm
@ quJ o2 A/add old, —° new, o

M add oldy, —* q.

M add old, —* gy
qa
A
()

Figura 1.3: SMF A apds de transitar do estado gg até o estado g¢;.

estado g2, adicionado um novo “estado ¢” (que ganha o nome c¢1) e uma transi¢dao
correspondente. Agora o controle estd no estado qs, € até agora nao introduzimos
nenhuma transi¢do que consumisse uma letra. (Fig. 1.4).

a/add old, —° new,

A add q, —* newbm)\/add q. —* newcm
@ @ o2 A/add old. —¢ new, o

M add oldy, —* q.

N add old, —*
@) o) et ot =0y
A A

Figura 1.4: SMF A apés de transitar do estado ¢; até o estado gs.
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No estado qo temos duas transi¢oes alternativas; ignoramos a transi¢ao em vazio
(que nao conduz a reconhecimento) e partimos para o estado qs criando um novo
“estado b” (que ganha nome by) e uma transicao correspondente (Fig. 1.5). A unica

a/add old, —° new,

Madd q, —* new, m)\/add q. — new, m
q q q q
@ N ’ A/add old, —¢ new, ’

Madd oldy, —* q.

N add old, —*
@ 44 /a 0 4 qb
A A

bg bl
@) O

Figura 1.5: SMF A apés de transitar do estado ¢o até o estado gs.

possibilidade agora é voltar ao estado qs criando um novo “estado c¢”, chamado co,
e a transicao correspondente. Nestes dois ultimos passos temos, agora sim, intro-
duzido transi¢oes que consomem simbolos do alfabeto e que, de fato, sdo as outras

duas letras que devem ser consumidas para o reconhecimento da palavra que estiver
sendo examinada (Fig. 1.6).

a/add old, —° new,

A add q, —* newbm)\/add q. —* newcm
@ @ & A/add old, —¢ new, o

M add oldy, —* q.

@ 0 M add old, —* q; 0

A A

(o2 c - (5 b h

Figura 1.6: SMF A apés de transitar do estado g3 até o estado ¢s.
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Agora, a transicao do estado qo ao estado qy cria uma nova transicao do “es-
tado b” mais recentemente criado - by- para o estado q.: (Fig. 1.7).

a/add old, —° new,

@A/ add g, —> new, /\)\/ add g, —* newc .
U /add old, —° new, ’

M add oldy, —* g,

N add old. —* q; “
A

Figura 1.7: SMF A apés de transitar do estado ¢o até o estado ¢y.

E, agora, a transicao do estado q4 ao estado q, cria uma nova transi¢ao do
“estado ¢” mais recentemente criado - co- para o estado final gp: (Fig. 1.8).

a/add old, —° new,

N add g, —* newbmA/add q. — newcm
@ quJ o2 A/add old, —° new, o

M add oldy, —* q.

@ “ N add old. —* q; 0

A A A

C C
2 C 1 b2 b1

Figura 1.8: SMF A apés de reconhecer a cadeia abc.

A sequéncia de transi¢oes ilustrada desde a Fig. 1.3 até a Fig 1.8 conduz ao recon-
hecimento da cadeia abe.

Finalmente observemos que o SMF A original reconhece a cadeia vazia X gerando
quatro transigoes vazias, como mostra o grdfico a sequir. (Fig. 1.9).
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M add old, —° new,

Jadd q, — newy, ~—/add g —A newm
q q q q
@ N ’ A add old. —°¢ new, ’

M add oldy, —* q.
M add old, —* q;

44

Figura 1.9: SMF A apés de reconhecer a cadeia vazia .

1.4.3 Autématos Adaptativos

Automatos Adaptativos,definidos originalmente em!®, (AA pelas suas inicias em
inglés: Adaptive Automata®) sio formados por autématos de pilha estruturados!®,
dotados de um mecanismo de auto-modificacdo baseado em trés primitivas, de-
nominadas busca, insercao e eliminacao, que permitem identificar conjuntos de
transicoes que satisfazem um certo padrao, inserir uma nova transicao ou elimi-
nar transicoes que satisfazem um padrao especifico. Como no caso dos automatos
auto-modificdveis, vamos nos servir de um exemplo para ilustrar o funcionamento
dos Automatos Adaptativos.

Exemplo 1.4.3 (AA que aceita a linguagem L = {a"b"c" : n > 1}) No automa-
to adaptativo S, apresentado na Fig. 1.10 a sequir, a seta dupla etiquetada com o
nome do automato adaptativo, representa uma chamada recursiva a si proprio; o
seu funcionamento é governado pelas duas funcgoes adaptativas definidas a sequir:

A Of
+[(q1,0) — q2]

—[(q0,a) =, {A:1()}a1]
}+ [(90,a) =, {A2() }a1]

O efeito desta primeira funcdo adaptativa é o de criar uma transicao que
consome “b” (para o caso de estarmos reconhecendo a palavra “abc”) e trocar ela
propria, Ay(), por uma outra fung¢io Ay(), a qual, junto com a transicdo que con-
some “b”, tratarao as outras sentencas da linguagem.
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A fungao adaptativa As() descobre de qual estado “q” parte uma transi¢io que
consome a letra “b” e que chega ao estado qs; a sequir, é intercalado um estado “p”
entre “q” e qu e duas transicoes que consomem a letra “b”; o efeito de tudo isso é
que agora temos mais uma letra “b” consumida no caminho que vai desde o estado

q1 até o estado qo.

O

Figura 1.10: O automato adaptativo S antes do reconhecimento. A pilha esta vazia.

S

Vamos mostrar agora como este automato adaptativo reconhece a palavra a3b3c?.
Na Fig. 1.11 vemos como fica o automato adaptativo depois de ter consumido a
primeira letra “a”:

O @@ }

b

S

Figura 1.11: O automato adaptativo S depois do consumo do primeiro simbolo a.
Pilha vazia. Controle em ¢;.

Nesse ponto o controle se encontra no estado q; e o automato adaptativo faz uma
chamada a si mesmo para consumir a sequnda letra “a” e o controle volta ao estado
qo, com o estado qo empilhado pelo mecanismo de chamada da submdquina S. Na
Fig. 1.12, vemos o efeito desta primeira chamada recursiva: o automato adaptativo
foi reconfigurado para aceitar a palavra a*b*c?; agora, o automato adaptativo con-
some a sequnda letra “a” deizando o controle novamente em qi; mas como ainda
existe uma ultima letra “a”, ele deve fazer outra chamada recursiva a si proprio
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para consumi-la, voltando o controle a qo. Novamente, a cada chamada recursiva,
empilha-se o estado de retorno qs.

@ a, A2() @

S

Figura 1.12: O automato adaptativo S depois do consumo do segundo simbolo a.
Pilha: gs.

O resultado dessa sequnda e ultima chamada recursiva é apresentado na Fig. 1.13 a
sequir: o automato adaptativo conta agora com uma seqiéncia de transigoes que lhe
permitem consumir as trés letras “b”, depois de ter consumido as trés letras “a”;
como € esse exatamente o caso, transita pelos estados qz, qs € ga consumindo as trés

letras “b”.

S

@ a, A2() @

Figura 1.13: O automato adaptativo S depois do consumo do terceiro simbolo a.
Pilha: gsqo.

Finalmente o automato adaptativo consome a primeira letra “c”, e atinge o seu
estado final ¢f, o que conduz a um retorno de chamada de subméquina; esse re-
torno fara voltar o controle ao estado ¢o, onde o automato adaptativo ird consumir
a segunda letra “c”, atingindo novamente o estado final e fazendo um outro re-
torno de chamada de submaquina para compensar a primeira chamada recursiva e,
finalmente, consumir a terceira letra “c”.
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1.4.4 Automatos Finitos Auto-Montaveis

Autématos finitos auto-montéveis (denotados k — F'A, do inglés: Self-Assembling
Finite Automata of degree k, projetados por Klein e Kutrib em 20022 sdo conjuntos
de automatos finitos < My, ..., M,, > dotados de “estados de entrada” e “estados
de saida” que permitem combina-los durante o reconhecimento; cada automato no
conjunto é chamado “moédulo”, os estados de entrada e de saida sao chamados
“estados de interface” e a quantidade estados de interface é chamada “grau”. Um
u : v médulo é um médulo que possui grau u + v e tal que os estados {ry,...,r,}
sao de entrada e os estados {ryii,...,7utu} sdo de saida. Um moédulo com grau
zero é designado como mdédulo inicial My. A montagem dos moédulos depende de
“transi¢oes de montagem” (g, a) que tem como valores ternas da forma:
(j7 (p17 mapu)7 (pu+17 mapu+v))

e sdo tais que {pi1,...,Putv} sdo diferentes e ¢ € {p1,...,pu}; j < m indica que
a transicao deve instanciar e montar o automato corrente com o u : v modulo
M;. A montagem se realiza da seguinte forma: Uma nova instancia do médulo
M; é criada de tal modo que todos os seus estados sejam diferentes dos estados
do autoémato corrente; os estados {p1, ..., p,} no autéomato corrente sao identificados
com os estados de entrada da nova instancia de M; e os estados {pyt1, ..., Puto}
sao identificados com os estados de saida da nova instancia de M;. As classes
das linguagens aceitas pelos k — F'A, nao-deterministicos e deterministicos de grau
k sado denotadas respectivamente, L(k — NFA), L(k — DFA). O valor do grau
determina o poder computacional do £ — F'A: o aumento do grau determina uma
hierarquia infinita de classes de linguagens com inclusao prépria, tanto para os
k — FA deterministicos quanto para os nao-deterministicos e que, além disso, é
contida propriamente na classe das linguagens dependentes de contexto, i.e.:

L(k—NFA)C L((k+1)—NFA) C Ly,
L(k—DFA)C L(k+1)— DFA)C Ly

onde L1 é a classe das linguagens dependentes de contexto. Mas ainda, quando o
k — FA nao possui lagos (denotada com subindice [f pelo termo em inglés “loop-
free”), é possivel a subclassificacao:

Elf(k? - NFA) - Elf(k - NFA)7

Elf(k? — DFA) C ﬁlf(k? — DFA)

onde L;s(k— NFA), Li;(k— DFA) denotam as classes das linguagens aceitas pelos
k — F A, nao-deterministicos e deterministicos respectivamente, de grau k que nao
tém lagos. Em particular, a familia das linguagens regulares coincide com as familias
L(1-NFA), Lif(1-NFA), L(1-DFA), L;;(1—-DFA) e, aclasse das linguagens
livres de contexto ¢é idéntica a L£;¢(2 — NFA).
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Exemplo 1.4.4 3 — DFA que aceita a linguagem L = {a"b"c" : n > 1}.
O maodulo My possui, no estado qo, duas transicoes de montagem; a transi¢ao
3(q2,a) = (1, (92, 46), (q4)) faz a montagem com o mddulo My e a transi¢io §(qz,b) =
(2, (q2,96), (q4)) faz a montagem com o mddulo My. My e My possuem estados de
entrada {ri,rs} e estado de saida r3. Na primeira montagem do mddulo M seus

()
b
b, (2, (g2, 46): (a4) A b, (2, (a1, 43): (42)) My
G (0)— ()"
a, (1, (g2, %) (q4)) , (1, (g1, 493), (g2))

Figura 1.14: Os médulos do 3-DF' A que aceita L = {a"b"c" : n > 1}.

estados r1,m9 e r3 sao identificados com os estados qo, qs € qs TESpectivamente do
modulo My e seus outros estados sao renomeados; Na sequnda montagem do modulo
My seus estados ry,1o € r3 sao identificados com os estados qll, qé 2 q’2 respectiva-
mente do modulo My e seus outros estados sao novamente renomeados; finalmente
na pm’mez'm montagem do modulo My seus estados 1,719 € r3 sao identificados com
0s estados ql , q3 e q2 respectivamente do modulo My e seus estados q; € g renomea-
dos para qll 2 q2 )

Figura 1.15: O 3-DF A ap6s de aceitar a*b*ct.
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Nesta se¢ao estudamos quatro modelos de maquinas de estados com estrutura
dinamica, isto é, que se modifica durante a operacao da maquina. Trés desses mode-
los, autéomatos de pilha variantes no tempo TVPDA, autéomatos auto-modificdveis
SMFA, e automatos adaptativos AA, possuem poder computacional de maquina
de Turing; os automatos finitos auto-montdveis r-DFA, identificam uma hierarquia
infinita de linguagens estritamente contida na classe das linguagens dependentes
de contexto, mas foram incluidos na presente secao por serem um desenvolvimento
recente compativel com os outros tres.

Desses quatro modelos somente os automatos de pilha variantes no tempo
TVPDA, operam sempre com uma quantidade finita de estados, alterando durante
sua operacao as transigoes entres esses estados. Os outros trés modelos podem criar,
sem limite, novos estados durante sua operacao mas, na pratica, o reconhecimento
tem sucesso sempre com uma quantidade finita de estados, embora essa quantidade
nao seja limitada a priori.

Estamos interessados nessa carateristica: identificar modelos com poder com-
putacional de méaquina de Turing que operem com uma quantidade limitada de
recursos, fixada a priori. Na secao seguinte vamos estudar trés modelos gramaticais,
que possuem poder de maquina de Turing mas que podem incrementar, sem limite, a
quantidade de produgoes que os definem. No capitulo 2 estudaremos quatro modelos
gramaticais que possuem a carateristica de interese, isto é, que possuem poder de
maquina de Turing e que operam com uma quantidade limitada de nao-terminais e
producoes e, no capitulo 3, propomos um modelo gramatical adaptativo, que possue
também a carateristica de interese.
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1.5 Gramaticas que identificam a classe RE

1.5.1 Gramaticas-W

Graméticas-W! | conhecidas também como gramaticas de dois niveis, sdo um for-
malismo que permite gerar linguagens recursivamente enumeraveis; assim sendo,
elas possuem o poder computacional da Maquina de Turing. Em nossa discussao,
nés seguiremos Shutt™) e Marcotty!??.

Uma gramatica-W consiste de dois conjuntos finitos de regras: as metaprodugo-
es e as hiper-regras. As metaprodugoes sao produgoes livres de contexto, com o sinal
separando seu lado esquerdo do direito, “;” separarando alternativas no lado di-
reito, e “.” indicando o final do lado direito; os nao-terminais das metaproducoes
sao denominadas meta-nogoes, e sao escritos em letras maitsculas; os terminais das
metaproducgoes sao chamados proto-nocoes, e sao escritos em letras mintsculas, com

brancos permitidos por exemplo:

W,

[MP1] ALPHA :: a; b; ¢; d; e; f5 g5 h; §; j; k; I m; n; o5 p; q; 13 s;
t;u; vy wy; X3 y5 2 .

[MP2] NOTION :: ALPHA; NOTION ALPHA .

As hiper-regras sao protétipos para producoes livres de contexto nas quais en-
contramos meta-noc¢oes definidas em alguma metaprodugao; para as hiper-regras
o sepa-rador entre os seus lados esquerdo e direito é “:”, o separador de alternativas
no lado direito é “;”, o simbolo “,” é usado para separar diferentes proto-nogoes
dentro da mesma alternativa e “.” tem a mesma funcao que para as metaprodugoes;

por exemplo:
[HR1] NOTION sequence : NOTION ; NOTION sequence, NOTION.

essas meta-nogoes podem serem substituidas por alguma palavra que elas definem,
segundo alguma metaproducao, de acordo com a regra de substituicao uniforme>:
Todas as ocorréncias da mesma meta-nogcao na hiper-regra devem ser substituidas
obrigatoriamente pela mesma proto-noc¢ao; deste modo pode-se obter um novo con-
junto de producoes “em tempo de derivacao”. Assim, por exemplo, usando as
metaproducoes [MP1] e [MP2] para derivar as palavras “value” e “identifier”,
podemos obter, da hiper-regra [HR1], as seguintes duas produgodes livres de con-
texto:

value sequence : value ; value sequence, value .

3as vezes chamam isto de “substituicao consistente”
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identifier sequence : identifier ; identifier sequence, identifier .

Para concluir nossos comentarios sobre gramaticas-W incluimos como exemplo uma
gramatica-W que gera uma linguagem dependente de contexto.

Exemplo 1.5.1 Gramaética-W que gera a linguagem L = {a"0"¢" : n >
1}. Neste exemplo apresentamos uma gramdtica-W com duas metaprodugoes e trés
hiperregras que gera a linguagem de triplo-balanceamento.

[MP1] N :: n; Nn .

[MP2] L :: a; b; c.

[HR1] S : Na, Nb, Nc .

[HR2] nL : L .

[HR3] nNL : L, NL .

Vamos ver como derivar a palavra a®b3c?®, sequndo esta Gramdtica-W. Com efeito,

substituindo na hiper-regra [HR2], a meta-no¢ao L pelas trés palavras que ela gera,
seqgundo a meta-producao [MP2] obtemos as trés produgdes sequintes:

1. na:a.
2. nb:b.
3. nc:c.

Agora substituimos na hiper-regra [HR1] a meta-no¢ao N pelas palavras que ela gera
sequndo a meta-produgcdo [MP1], obtemos o sequinte conjunto infinito de produgoes:

4. 8 :mna, nb, nc .
5. S : nna, nnb, nnc .

6. S : nnna, nnnb, nnnc .

Agora substituimos na hiper-regra [HR3] as meta-nogcoes N e L, definidas nas
meta-producoes [MP1] e [MP2], e obtemos novamente um conjunto infinito de
producoes:
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7. nna : a, na .

8. mnna : a, nna .

10. nnb : b, nb .
11. nnnb : b, nnb .
12. ...

13. nnc : ¢, nc .

14. nnnc : ¢, nnc .

15. ...

E, finalmente, derivamos a palavra sequndo as regras 6, 8, 11, 14, 7, 10, 13, 1, 2 e
3 da sequinte forma:

S = nnnannnbnnnc =g annannnbnnnc =11 annabnnbnnnec =14 annabnnbenne

=~ aanabnnbenne =19 aanabbnbenne =13 aanabbnbeence

=1 aaabbnbcene =9 aaabbbeene =5 aaabbbecc.

1.5.2 Gramaticas Adaptaveis Recursivas de Shutt

Este formalismo gramatical nao distingue terminais, nao terminais, meta-sintaxe,
nem atributos; ao invés disso, cada gramética adaptavel recursiva (RAG pelas
suas iniciais em inglés: Recursive Adaptable Grammar), possui um tnico dominio
chamado Algebra de Respostas, cujos valores (as respostas) podem atuar como
sintaxe, meta-sintaxe ou semantica, dependendo de como sao usados. Neste resumo
seguimos informalmente Shutt!'*,

Definicao 1.5.1 (Regras livres) Uma regra livre r sobre V' é uma construgdo da
forma:

< Wg,eg >—tg < e, v >t <€p_1,Un_1>1lh 1 <en,v, >t,

onden >0, 0s v sao varidveis distintas, os ty, sao respostas (usualmente terminais,
mas nem sempre) e 0s ey sao polindmios sobre as varidveis vy, ..., v,. O dominio de
todas as regras livres sobre V' é denotado Ry .
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Definigao 1.5.2 (Pares livres) Os pares livres sao os pares ordenados de polino-
mios em uma regra livre, < vg,eq > e todos 0s < e, v, >. O primeiro elemento
de um par livre tem papel meta-sintdtico, enquanto o sequndo tem papel semantico.
Os ty no lado direito (as respostas fora de pares livres) de uma regra atuam como
sintazxe, no sentido que se convertem em elementos da palavra (usualmente formada
por terminais) que é gerada pela gramdtica.

Definigao 1.5.3 (Interpretacao semantica) Numa derivagio < a,c >— b, com
respostas em a, b, ¢ € Ag, diz-se que o valor meta sintdatico a sintetiza (ou computa)
o wvalor semantico ¢ quando gera o walor sintdatico b ou, mais simplesmente, que
associa o valor semantico ¢ ao valor sintdtico b.

Definigao 1.5.4 (Regras versus Respostas) O dominio RG das regras livres estd
relacionado ao dominio das respostas Ag através de uma funcgao regra:

PG AG — 2RG

Ao ligar as varidveis livres de uma regra livre como r anteriormente definida, a
varidvel mais a esquerda vy deve ser ligada a alguma resposta a € Ag tal que

7 € pala).

Definigao 1.5.5 (Regras ligadas) Seja © uma resposta da dlgebra de respostas
da RAG G: x € Ag. O conjunto de regras ligadas, denotado Bg(x), € construido
fazendo todas as possiveis ligagoes de respostas a varidveis nas regras livres de pg(x)
com a unica restricao que vy, em cada regra livre, deve ser ligado a x.

Pela quantidade de detalhes na definicao deste formalismo vamos usar o recurso
de examinar seus conceitos a luz do seguinte exemplo.

Exemplo 1.5.2 Gramdtica Adaptdvel Recursiva para a linguagem L = {www : w €
¥*}, onde X € um alfabeto finito.

S <wg,vg >o< Wiug >< v, vy >< v, v3 >
W <o, A>— A

< Vg, V1Uy >—< vy, 01 >< C,v9 >
C : VzeX, <wvy,z>> 2z

Os terminais sio \ (a palavra vazia) e os elementos de 3; os nao terminais sao S
(o simbolo inicial), W e C. O ndao-terminal C gera todas e cada letra z de X, e
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associa a ela o valor semantico z; para ver isto, consideremos o alfabeto ¥ = {a, b}.
O congunto de regras livres de C' é:

pc(C) ={<vy,a >— a,< vy, b >— b}

e como € necessdrio fazer a ligacao vg = C, para as regras ligadas, entao concluimos
que PBa(C) consiste das sequintes regras de produgdo:

Ba(C)={<C,a>—a,<C;b>— b}

que permitem derivar as letras do alfabeto Y. Por sua vez, o nao-terminal W
gera qualquer palavra w € ¥*, baseando-se no efeito de C, e associa a ela o valor
semantico w; com efeito, continuando com nossa ilustra¢do podemos ver que o con-
jJunto de regras livres:

pa(W) ={< v9, A >—= A, < vy, 1103 >—< vy, v1 >< C,v9 >}
com a ligacao da varidvel vg = W, nos fornece uma regra ligada:
<W,A>— A

e uma regra livre:
< W, vy >—=< W,v, >< C, vy >

Agora € necessdario determinar quais as ligacoes adequadas para v, e vy. Fssa
ultima regra somente pode ser reduzida a uma resposta se < C, vy > aparece no lado
esquerdo de uma regra em Bc(C). O unicos lados esquerdos de regras em [ (C) sao
< C,a>e<C,b>; deste modo concluimos que vy tem que ser ligado a a ou entdo
a b. Assim, a regra anterior produz o sequinte par de regras parcialmente ligadas:

< W,via >—>< W,v; >< C,a >,
< Wb >=< W,v; >< C,b>.

Finalmente devemos encontrar o conjunto til de ligacdes para vi. A tnica
restricao ¢ que as ligagoes devem permitir reduzir a regra a uma resposta. Mas isso
acontece justamente quando v = wa ou vy = wb, para algum w que permite reduzir a
regra a uma resposta. Deste modo, podemos construir o conjunto de todos os valores
uteis de vy por indugdo: o caso-base € que pode ser ligado a A (jd que \ € redutivel
a \), e para cada valor util w, temos que wa e wb sao também teis.

Temos assim que o conjunto de regras livres pg(W) consiste de um conjunto
infinito de producoes, fazendo a ligacao das varidveis vy, vy, como ilustra a tabela a
sequir:
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v1 | U Producao obtida interpretacao semantica
Aa | <Wa>—<WA><C,a>= X a=a a
A b | <Wa>—><WA><C,b>=Xb=1b b
a| a|<Was>—><W,a><C,a>=aa aa
a | b|<Wab>—<W,a><C,b>=ab ab
b | al|<Wba>—><Wb><C,a>=ba ba
b | b | <Wbb>—><Wb><C,b>=bb bb
e assim por diante... ‘

A altima linha da tabela faz referéncia ao fato de que, para continuar ilus-
trando derivacoes, sao necessdarios resultados da Algebm das respostas que escapam
ao escopo desta discussao. Finalmente o simbolo inicial S usa W para gerar uma
palavra arbitrdria w € X*, que fica ligada a vy; por sua vez, as varidveis vy e vz
ficam ligadas a X\, e os outros dois pares restantes da producdo de S também geram
w pois r(t) = {< vo, A >— t} (ou seja, terminais usados como meta-sintaxe geram
linguagens unitdrias formadas por eles proprios, e sintetizam o valor semantico \.);
assim sendo, a regra livre: S < vg,v3 >—< W vy >< v1,v9 >< v1,v3 >, nos
fornece a regra livre (referente as varidveis vy, vy € v3) < S,v3 >—< Wyv ><
V1,V >< v1,U3 >, €, ligando as varidveis vy € vz a A, obtemos a regra livre (refer-
ente a varidvel v1) < S,A >—< Wivp >< v, A >< vy, A >, que gera um conjunto
de produgoes como o listado na tabela a sequir:

v Producao obtida interpretacao semantica
A <SA>o<Wii>< AA>< v, A>= A A

a | < S A>—><W,a><a,\><a,\>=aaa aaa

b | < S, A>—=< W, b><bX><b,\>=0bbb bbb

aa | < S, >—< W,aa >< aa, A >< aa, A >= aaaaaa aaaaaa

ab | < S, A >—=< W, ab >< ab, \ >< ab, A >= ababab ababab

ba | < S, A >—=< W, ba >< ba, A\ >< ba, A\ >= bababa bababa

bb | < S, A >—< W, bb >< bb, \ >< bb, \ >= bbbbbb bbbbbb

e | assim por diante...

e asstm por diante...
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1.5.3 O Meta-calculo e as Meta-gramaticas de Jackson
Desenvolvido por Quinn Tyler Jackson!'?, o célculo-§* é outra infraestrutura para
um formalismo gramatical, com poder de maquina de Turing*?. O célculo-§ é o
calculo das transformacoes de uma gramatica durante um ou varios reconhecimen-
tos. Uma gramatica-§ é um conjunto de funcoes, producoes e predicados que agem
em alto nivel manipulando estruturas sintaticas em lugar de manipular simbolos
de baixo nivel. As gramaticas-§ agem como reconhecedores, consumindo texto de
entrada e efetuando redugdes até chegar ao simbolo inicial (raiz da gramaética).

Enquadrando seu trabalho no contexto do discurso de Shutt!'!l, Jackson define
que as gramaticas que podem alterar suas produgoes de acordo com os dados de en-
trada sao adaptativas (“adaptive” no original). Essa caracteristica das gramaticas-§
pode ser explorada, por exemplo, na remogao da ambigiiidade (operagdo comu-
mente denominada, em inglés, “disambiguation”), que age como uma modifica¢ao
local nas gramaticas-§, efetuada durante o reconhecimento de uma sentenca. As
gramaticas-§ podem também realizar mudancas globais e, deste modo, esse formal-
ismo representa uma unificagao da taxonomia proposta por Shutt, que dividia as
graméticas “adaptaveis” (“adaptable” no original) em “declarativas”, que podiam
fazer mudancas locais, e “imperativas”, que podiam operar mudancas globais.

O modelo das gramaticas-§ tem evoluido no decorrer do tempo: em Jackson!?,

era usado um autoémato auto-modificavell”), para responsabilizar-se pelas mudancas
locais; em Jackson[®®!, é apresentado um autémato de pilha “estendido”, que possui
uma arvore de busca de tipo trie’, para armazenar os terminais coletados; nesse trie
a gramatica-§ pode efetuar mudancas locais ou globais, que mudam a interpretacao
semantica de um dado terminal.

E conveniente ressaltar que o trabalho de Jackson sobre graméticas-§ e o
trabalho de Iwail!l foram desenvolvidos como pesquisas independentes, sem comu-
nicacao entre os autores, mas possuem alguns paralelos de nomenclatura e notagao;
por exemplo, ambos autores denominaram seus modelos de gramdticas adaptativas
e usaram o simbolo <, embora com significados diferentes, sendo que Jackson re-
tirou posteriormente esse simbolo da descricao de seu modelo. Por outro lado as
gramaticas adaptativas de Iwai sao dispositivos geradores enquanto as gramaticas-§
operam como reconhecedores.

Todos esses desenvovimentos tedricos tém dado origem a véarias implementagcoes,
a ultima das quais é o Analisador Adaptativo Meta-S (em inglés: Adaptive Parser),

40 stmbolo § se 1& “Meta-S”; traduzimos §-calculus e §-grammar por “Meta-célculo” e “Meta-
gramaticas” e os denotamos cédlculo-§ e gramaética-§.

5 Uma 4rvore para armazenar palavras em que h4 um né para cada prefixo comum. As palavras
sao armazenadas nas folhas do trie.
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um ambiente de desenvolvimento para gramaticas-§; o Meta-S foi desenvolvido em
C-Builder da Borland, e tem a capacidade de operar como um ambiente de execucao
para as gramaticas-§ nele desenvolvidas, podendo ainda gerar (no estilo yacc, porém
com produto muito mais complexo e completo) o analisador correspondente a uma
gramatica-§ como um conjunto de classes C4++ que podem ser incorporadas em
qualquer projeto, em qualquer plataforma que possua um compilador C-++9.

A seguir definimos os conceitos basicos e introduzimos alguns exemplos, ex-
traidos de Jackson[?® ¢ 24 para esclarecer a notacao.

Definigao 1.5.6 Uma gramdtica-§ € uma séptupla G = (N, T,C, S, Q, P, ®) onde:

- N € o conjunto finito de nao-terminais,
- T € o conjunto finito de terminais,
- C é um conjunto de conjuntos (chamados “classes”), potencialmente infinito,

- S €N € o simbolo inicial da gramdtica-§

Q C (NUCQC) é um conjunto distinguido, potencialmente infinito, de predicados
(denominados também “qualificadores de terminais”)

- P € um conjunto de producoes da forma X — 'Y tal que:
Xe(NUC)eY e ( NUTUCUQUP)*

e Y pode, através de expressoes ¢ da forma < a > com o € (NUT UC U
®)*, adicionar ou retirar elementos no conjunto C; essas operagdoes podem ser
globais ou locais.

- ® € um conjunto finito de expressoes ¢.

As expressoes ¢ adicionam ou eliminam elementos do conjunto C, e sao re-
sponsaveis pelas mudancas na gramatica.

Definigao 1.5.7 (Expressoes ¢) Uma expressao ¢ € da forma < o > _p ou ¢(A) _p
onde

-« é um padrao de busca, dado por uma expressao regular, por exemplo [a — z]+

6Uma versao de avaliacio do Meta-S pode ser obtida para propésitos de pesquisa no endereco
eletronico: gjackson@shaw.ca.
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- A€ NUTU{B'}, tal como “(” 3 “)” onde B ¢ o elemento mais recentemente
adicionado ao trie (3

- B € um “named trie”, tal que B € C, no qual € depositado o resultado da
pesquisa de .

- Os simbolos — e ! sao opcionais e significam “retirar” e “local” respectiva-

mente. O comportamento-padrao € adicionar 3 globalmente.

Definigao 1.5.8 (Expressoes V) As expressoes U comportam-se como predicados
e permitem intersecao de subgramdticas durante o reconhecimento. Uma expressao
VU ¢ da forma ¥(a)? onde

-« € um ou vdrios elementos de C, ou entdo um ou mais terminais
-0eq

o reconhecimento continua se e somente se 0 € satisfeito, aceitando c.

Exemplo 1.5.3 Consideremos a gramdtica-§ G':

S =< A >N! \:[](a(n N(() ;7)W;
A — w, onde w € T*;

W N ((( ” 7[a _ Z]"—’ ([) 77;

A sequnda producao aceita uma cadeia arbitrdria de carateres; essa cadeia entdo é
testada com o predicado W que somente aceita cadeias de letras minisculas entre
paréntesis. A idéia € que o terminal aceito por A seja posteriormente qualificado
por W; € por isso que os predicados sao chamados também de qualificadores de
terminais.
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Exemplo 1.5.4 (Mudangas globais e locais) Consideremos as produgoes

Al — < expr >, /* mudanga local */

A2 — < expr >, /* mudanc¢a global*/

No caso de Al, qualquer coisa que seja coletada em expr € vinculada “localmente” (no
espago da entrada) ao trie x e esse vinculo dura enquanto a produgdo Al estd ativa;
no caso de A2 qualquer coisa coletada em expr é vinculada “globalmente”(em tempo
de parsing) ao trie x e pode ser acessado fora de A2. Como exemplo de mudanga
local, consideremos

B — A1 “:7 Al
Al = < a—Z]+ >un ¥(2)° “7Alx

C —'la—z]+

com texto-fonte “a,a:b,b”. A primeira vez que a producao Al € utilizada, a expressao
Al.x € vinculada a “a”; na sequnda vez que Al € utilizada, apos a leitura do simbolo
“7 Al.x € vinculada a “b”, sendo que o vinculo anterior € esquecido. Em outras
palavras Al.x € “local” a Al, na nomenclatura das gramdticas-§, diz-se que Al.x
“varia no espaco da entrada”, pois as mudancas acontecem a medida que o texto-

fonte € examinado.

Como exemplo de mudanca global, consideremos

B — A1 “:7 A2
Al =<' Ja— Z]+ >, ¥(x)° “7"Al.w
A2 — Al

C —'la—z]+

neste caso, o texto-fonte “a,a:b,b”€ rejeitado, pois na primeia vez que a producdo Al
¢ utilizada, a expressao Al.x € vinculada globalmente a “a”, isto quer dizer que a
terceira producao, em qualquer momento posterior do parsing, € interpretada como
A2 — a.
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Exemplo 1.5.5 Gramatica adaptativa do calculo-§ que gera a linguagem
L ={a™"c" : n > 0}. Consideremos a gramdtica-§ G = (N,T,C,S,Q, P, ®):

onde

N ={S, A, B},

T ={“",“b",“"},
C={SW!SX! SY!},

S, o simbolo inicial da gramdtica
Q={SY(WX)4 SY(XY)B},

P={S =< a® >y< bt >xi< ¢t >y Y(WY)AW(XY)B, A — a[A)b, B —
b[Blc},

O ={<at >< SW!> <b" >gx,<ct >gy1}.
a producao

S —<at >Sy< bt >x< et >y Y(IWX)AU(XY)B,

significa
1. Coletar todas as letras “a” e colocar o resultado em S.W!,
2. Coletar todas as letras “b” e colocar o resultado em S.X!,
3. Coletar todas as letras “c” e colocar o resultado em S.Y!,
4. Concatenar SW! e S.X! e comparar o resultado com A,
5. Se o passo anterior deu igualdade, concatenar S.X! e S.Y'! e comparar o re-
sultado com B,
6. Se o passo anterior deu igualdade entao foi reconhecido o simbolo inicial S.

Analisemos a cadeia aaabbbcee usando a gramdtica-§ G:

1.

2.

3.

SW! = aaa
S. X! = bbb
S.Y! = ccc
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4. Concatenando S.W! com S.X! obtemos SWI!S. X! = aaabbb que satisfaz o
predicado A.

5. Concatenando S.X! com S.Y'! obtemos S.X!S.Y'! = bbbcce que satisfaz o predi-
cado B.

e portanto a gramdtica-§ G aceita aaabbbcee. O niumero de passos conceituais per-
manece constante em 6, enquanto com as gramdticas dependentes de contexto tradi-
cionais, a medida que n cresce também cresce o nimero de passos nas derivacoes.

Nesta secao estudamos trés modelos gramaticais com poder de maquina de Tu-
ring: gramdticas- W, gramdticas adaptdveis recursivas, e gramdtica-§; os trés modelos
podem incrementar, sem limite, durante sua operacgao, a quantidade de produgoes e
simbolos nao-terminais que os definem. Os dois primeiros modelos sao dispositivos
geradores enquanto o terceiro, opera como dispositivo reconhecedor. Na seguinte
secao comparamos esses modelos gramaticais com os modelos de maquinas de es-
tado, estudados na se¢ao anterior, para situar o modelo proposto nesta tese face as
caracteristicas minimas que objetivamos para obter poder de méquina de Turing.

1.6 Poder computacional vs niicleo minimo

Depois de ter discutido acerca de alguns dispositivos com estrutura dinamica, basea-
dos em maquinas de estado e em gramaticas, que identificam a classe das linguagens
recursivamente enumeraveis, vamos agora salientar os requisitos minimos, em cada
caso, para obter poder computacional maximo.

1.6.1 Em automatos: niucleo para linguagens de tipo 3

No caso das maquinas de estados finitos, os autématos finitos auto-modificaveis!”
possuem como nucleo um automato finito e tém poder de maquina de Turing
(Teorema 5.2, pag. 1012, O mesmo podemos dizer dos autématos adaptativos:
em Netol?9 foi demostrado que é possivel simular um autémato de pilha estrutu-
rado usando um automato finito dotado de fungoes adaptativas que fazem as con-
strugoes topoldgicas necessarias para simular as possiveis chamadas de submaquina
do automato de pilha estruturado, obtendo assim um autoémato finito adaptativo
equivalente. Como o automato adaptativo tem como substrato um automato de
pilha estruturado, basta substituir este automato de pilha estruturado pelo seu
automato finito adaptativo equivalente para ver que, também no caso dos automatos
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adaptativos, basta ter um mecanismo estatico para linguagens de tipo 3, para obter-
mos poder computacional maximo. Esses dois automatos podem incrementar, sem
limite, a sua quantidade de estados e transicoes.

Em contraposi¢cao aos anteriores, os automatos de pilha variantes no tempo, e
os automatos finitos variantes no tempo geralizados, possuem, nicleo estdtico; isto
quer dizer que nao sao gerados nem estados nem transicoes durante sua operacao; o
que acontece é que, sobre um conjunto fixo de estados, as transi¢oes variam durante
a operacao dos dispositivos.

Em ambos os casos, quando a quantidade de estados e transicoes pode crescer
sem limite ou permanece constante, o niicleo minimo necesséario para garantir poder
de maquina de Turing é um automato finito.

Mas nao basta adicionar algum tipo de mecanismo de modificagao das transicoes,
durante a operagao de um autémato finito, para obter um formalismo com poder de
maquina de Turing. Como contra-exemplos temos:

1. O autémato finito variante no tempo definido em Salomaal'®| que identifica
todas as linguagens regulares e algumas (mas nao todas) as linguagens livres
de contexto.

2. O autémato finito auto-montdvel de grau k definido em Klein?!, que identifica,

dependendo do valor de k, uma hierarquia infinita de linguagens, todas elas
contidas propriamente na classe das linguagens dependentes de contexto.

1.6.2 Em gramaticas: ntucleo para linguagens de tipo 2
Tanto as graméticas-W' quanto as gramdticas adaptaveis recursivas'!! e as gramé-
ticas-§ possuem, como substrato estatico, dispositivos gramaticais a gerar linguagens
de tipo 2; mas, como no caso dos automatos auto-modificiveis e dos automatos
adaptativos, que podem incrementar, sem limite, a sua quantidade de estados e
transigoes, essas gramaticas podem também ampliar indefinidamente o nimero de
suas produgoes (nao-terminais e regras).

No capitulo 2 deste trabalho apresentamos quatro formalismos gramaticais
dinamicos baseados em gramaticas livres de contexto que tém o poder computacional
da méquina de Turing!*® e que nao apresentam a desvantagem de gerar um nimero
ilimitado de producoes quando usados para gerar as sentencas de uma linguagem
formal; adicionalmente, pode-se provarl?l, que usar gramaéticas livres de contexto
¢ o requisito minimo para atingir poder computacional méaximo, pois a classe de
dispositivos obtidos substituindo-se as gramaticas livres de contexto por gramaticas
regulares tem o mesmo poder computacional do que as gramaticas regulares. Os
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quatro mecanismos com o0s quais as gramaticas livres de contexto sao controladas
sao diferentes entre si, mas todos eles sao equivalentes, no sentido de que o disposi-
tivo dinamico obtido identifica a classe das linguagens recursivamente enumeraveis.
Assim, nos casos estudados, o nicleo minimo para obter poder computacional de
maquina de Turing é uma gramética de tipo 2.

1.6.3 Nossa opcao: Gramaticas Livres de Contexto Adap-
tativas

No espirito da discussao anterior, nds pesquisamos os requisitos minimos para que
uma gramatica adaptativa ainda possua poder computacional méaximo; nesta pesqui-
sa, conseguimos provar que, com um projeto cuidadoso das fungoes adaptativas,
basta requerer apenas um conjunto de produgoes livres de contexto para a gramatica
adaptativa; mais ainda, as fungoes adaptativas nao requerem variaveis, nem ger-
adores, e também nao é requerido gerar novas producgoes. O tnico parametro re-
querido é uma producao, mas esse parametro pode ser tornado implicito, sobrecar-
regando a notacao das produgoes numa forma que é compativel com a notacao usada
em Netol®” e Twailll.

Todas estas carateristicas representam uma grande simplificacao do modelo
original introduzido em Iwail'l; exploramos essa simplificacio em uma ferramenta
que serve como plataforma para especificacao completa de linguagens usando os dis-
positivos gramaticais estudados nesta tese; essa ferramenta é apresentado no capitulo
4 deste trabalho.

1.7 Estrutura desta tese

A estrutura desta tese é apresentada a seguir.

Capitulo 2 - Gramaticas com mecanismos de controle

Apresenta quatro dispositivos recursivamente enumeraveis baseados em graméticas
livres de contexto: gramaticas livres de contexto matriciais; gramaticas livres de
contexto periodicamente variantes no tempo; gramaticas livres de contexto progra-
madas e gramaticas livres de contexto com conjunto de controle regular.

O funcionamento desses dispositivos é ilustrado com diversos exemplos e seu
poder computacional é caraterizado através de teoremas que os mostram equiv-
alentes a gramaticas de tipo zero, na hierarquia de Chomsky. O objetivo deste



32 CAPITULO 1. INTRODUCAO

capitulo é proporcionar um substrato tedrico para a proposta de um dispositivo
gramatical adaptativo, baseado em gramaéticas livres de contexto, que identifica a
classe das linguagens recursivamente enumeraveis, apresentado no capitulo 3.

Capitulo 3 - Gramaticas livres de contexto adaptativas

Neste capitulo sao apresentadas as gramaticas livres de contexto adaptativas como
nossa proposta de dispositivos gramaticais adaptativos, baseados em gramaticas
livres de contexto que identificam a classe das linguagens recursivamente enumeraveis.
Para fins de comparacao, este capitulo comeca apresentando, em uma notacao mais
economica do que a original, o conceito da gramatica adaptativa conforme original-
mente desenvolvido, e, a seguir, prova-se que o formalismo proposto nesta tese iden-
tifica a classe das linguagens recursivamente enumeraveis demonstrando, em forma
construtiva, a equivaléncia desse formalismo com os quatro formalismos estudados
no capitulo 2.

O capitulo termina ilustrando o método das provas mencionadas no paragrafo
anterior apresentando, as correspondentes gramaticas livres de contexto adaptativas
que simulam as gramaticas controladas dos exemplos do capitulo 2.

Capitulo 4 - Analisadores para gramaticas controladas

Neste capitulo é estudado o problema de analisar linguanges dependentes de contexto
geradas pelos dispositivos gramaticais estudados no capitulos 2 e pelas gramaticas
livres de contexto adaptativas, estudadas no capitulo 3. Fazendo-se uso da equivaléncia
entres esses cinco dispositvos, provada no capitulo 3, o problema ¢é reducido ao caso
de obter analisadores para linguagens geradas por gramaticas livres de contexto
com linguagem de controle regular. Sao apresentados dois analisadores para essa
linguagens.

O primeiro é um analisador ascendente, que opera em forma nao deterministica;
esse analisador usa como infraestrutura um autémato pilhal®”; que é obtido por
uma especializacao do algoritmo wirth2ape, que transforma expressoes de Wirth
em autéomatos de pilha estruturados®”); especificamente a construcao aproveita o
fato ue o algoritmo wirth2ape, quando alimentado com expressoes regulares produz
como saida um automato finito. Neste caso a expressao regular é a que controla as
derivagoes das palavras da linguagem gerada pela gramatica livre de contexto com
linguagem de controle regular. Foram também desenvolvidos dois algoritmos para
eliminar transicoes-A do automato finito.

O segundo é uma analisador descendente, deterministico, baseado em um
automato adaptativo mas sua construcao esta limitada ao caso de gramaticas livres
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de contexto com linguagem de controle regular, nas quais as produgoes sao tais que
o unico nao-terminal que produz uma seqiiéncia de nao-terminais é o simbolo inicial
da gramatica.

Capitulo 5 - Contribuicoes e temas para futuras pesquisas
Enumera os resultados obtidos com o desenvolvimento desta tese. Este capitulo

também identifica trabalhos futuros que podem ser desenvolvidos pelo aprofunda-
mento das pesquisas correspondentes a alguns dos assuntos desenvolvidos nesta tese.

Apéndice A

Apresenta alguns resultados gerais de linguagens formais, que sao requesitos para a
compreensao do capitulo 2 desta tese.

Referéncias bibliograficas

Enumera as referéncias bibliograficas citadas ao longo desta tese.
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Capitulo 2

Gramaticas com mecanismos de
controle

Neste capitulo estudamos quatro dispositivos gramaticais, com o mesmo poder
computacional de maquina de Turing, baseados em gramaticas livres de contexto.
Esses dispositivos sdo denominados: gramdtcas livres de contexto matriciais™®,
gramdtcas livres de contexto periodicamente variantes no tempol™® | gramdtcas livres
de contexto programadast' e gramdtcas livres de contexto com linguagem de controle
reqular®: B 52 149 Em cada caso, o poder computacional das gramaticas livres de
contexto é expandido impondo restricoes sobre a seqiiéncia de producgoes que po-
dem ser aplicadas numa derivacao e introduzindo uma forma nova de aplicar uma
producao. Essas restricoes sao denominadas, em geral, mecanismo de controle, e a
nova nocao de aplicacao é chamada modo de verificagio de aparéncia®®. O modo de
verificacao de aparéncia permite fazer “mais um passo” numa derivacao sem alterar
a forma sentencial sob consideracao. Se o mecanismo de controle é um conjunto de
matrizes, entao as produgoes numa mesma matriz sao aplicadas “ao mesmo tempo”.
Quando o mecanismo de controle ¢ uma funcao periédica variante no tempo, entao,
a cada passo de uma derivacao, essa funcao periddica especifica quais produgoes
sao aplicaveis. Se o mecanismo de controle é uma linguagem regular, entao a con-
catenacgao das producoes aplicadas numa derivacao deve corresponder a uma palavra
dessa linguagem regular. Esses primeiros tipos de gramaticas com mecanismo de
controle separam o conjunto P das produgoes em dois subconjuntos: as que po-
dem ser aplicadas em modo de verificacdo de aparéncia, agrupadas no conjunto
F C P, e as que sao aplicadas usando “o modo” usual de aplicacao de producao nas
gramaticas da hierarquia de Chomsky, agrupadas na diferenca dos conjuntos P e F,
denotada P\ F'. Ja no caso das gramaticas programadas, uma mesma producao pode
ser aplicada “nos dois modos”, e, dependendo de qual modo foi usado, o conjunto
de producoes disponiveis para o préximo passo fica determinado por uma de duas
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fungoes: a func¢ao sucesso para o modo das gramaticas na hierarquia de Chomsky e a
funcao falha para o modo de verificacao de aparéncia. A maioria das demonstracoes
dos resultados deste capitulo usa um método construtivo para simular um disposi-
tivo gramatical com outro; incluimos essas demonstragoes pois elas serviram como
base para as demonstracoes apresentadas no proximo capitulo, no qual provamos a
equivaléncia de todos os dispositivos apresentados neste capitulo com as gramaticas
livres de contexto adaptativas com verificacao de aparéncia.

Este capitulo segue de perto as secoes 3, 4, 5 e 6 do capitulo V, da parte II,
do livro Formal Languages, escrito por Salomaal? e representa uma simplificacéo
sobre o original; Essa simplificacao foi obtida assumindo, como hipétese, que pode-
mos diferencar todas as produgoes das gramdticas consideradas nos mecanismos de
controle. Isto quer dizer que, mesmo que uma producao apareca duas vezes (em
duas matrizes, por exemplo), consideramos cada ocorréncia da produgao como uma
producao diferente; o texto original nao faz essa simplificacao e assim, em cada
demonstragao, sao incluidas construcoes adicionais para levar em conta as varias
ocorréncias de uma mesma producao; essas construcoes adicionais obscurecem o
método central das demonstracoes. Acreditamos que nossa simplifcacao preserva a
esséncia desse método, mas o leitor interessado em conhecer os resultados em sua
forma mais geral deve recorrer a referéncia citada. Como temos atualizado a notagao
original, nossa versao dos resultados pode servir como um roteiro para esse fim.

Foram acrescentados exemplos para ilustrar as construcoes utilizadas para
demonstrar os principais resultados apresentados no capitulo. Em particular, de-
senvolvemos uma notagao grafica para graméaticas com conjunto de controle regular,
que foi a base do trabalho que apresentamos na conferéncia CIAA2003, e que uti-
lizamos no capitulo 4 para obter analisadores dependentes de contexto. Algumas
demonstragoes foram complementadas e outras foram totalmente reescritas. No
resumo do capitulo, ressaltamos esses acréscimos e modificacoes.
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2.1 Gramaticas Matriciais

Graméticas matriciais!'® | sdo baseadas em graméticas de tipo 4, 0 < i < 3, segundo
a hieraquia de Chomsky, e suas producoes sao aplicadas em grupos; esses grupos sao
denominados de “matrizes’e as produgoes numa matriz sao aplicadas numa forma
sentencial, de esquerda a direita, segundo a ordem em que aparecem na matriz,
considerada como “matrizes-linha”. Nesta secao definem-se os conceitos basicos
das gramaticas matriciais, sao apresentados alguns exemplos, define-se uma notagao
para o caso especifico das gramdaticas matriciais baseadas em gramaticas livres de
contexto, é definido o conceito de aplicacdo de producdao em modo de verificacao
de aparéncia, que permite aplicar mais um passo numa derivacao quando nenhuma
producao € aplicdvel no sentindo da hierarquia de Chomsky, e estuda-se uma nocao
de derivagao mais a esquerda, que permite caracterizar as linguagens dependentes
de contexto que nao contém a palavra vazia.

2.1.1 Conceitos basicos

Definicao 2.1.1 (Gramaética Matricial) Uma gramdtica matricial é uma quddru-
pla GM = (N, T, M, S) onde

1. N ¢€ o alfabeto de simbolos nao-terminais,

2. T € o alfabeto de simbolos terminais tal que N N'T = (),

3. M = {mq,ma,...m,} € um conjunto finito de matrizes, que sao seqiéncias
nao vazias m; = [pi,, ..., Pi, | com k(i) > 1 e 1 <i < n, onde cada p;; para
1 <j <k(i), é um par ordenado:

pi, = (E,D) onde E€ (NUT)"N(NUT)*,D e (NUT)".

Esses pares sao chamados “producoes”, e denotados E — D. Nessas condicoes,
as matrizes podem ser escritas como:

m; = [pi, = Eiy — Dy, v Pinyy = By = Dik(i)]
4. S € N € o simbolo inicial .

Definigao 2.1.2 Seja GM = (N,T,M,S) uma gramdtica matricial e seja P a
colecao de todas as produgoes que figuram nas matrizes de GM . Dizemos que GM €
de tipo 1 na hierarquia de Chomsky com i = 0,1,2,3 ou “de comprimento crescente”,
ou “linear”, ou “sem producoes-\" se e somente se a gramdtica G = (N, T, P, S)
goza da propriedade correspondente.
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Definicao 2.1.3 (Passo de derivagao) Seja G = (N,T,M,S) uma gramdtica
matricial e X € (NUT)*N(NUT)* Y € (NUT)*; dizemos que X deriva di-
retamente Y e escrevemos

X=Y

se existe um inteiro k > 1 e cadeias wii1, w;, 15,8, € (NUT)*, 1 <i <k, tais que:
(i) wy =X ewp1 =Y,
(ii)) m = [py = E1 — D1, ...,pr = Ex — Dy] € uma das matrizes de G, e

(#ii) Para cadai=1,... k tem-se w; = r;E;s; e wiy1 = r;D;s;

Nestas condigoes também dizemos que X =Y € vdlida com especifica¢iao (m,ry).
Diremos também que a matriz m foi aplicada na forma sentencial X e que a notacdo
X =Y simboliza “um passo de derivacdao”.

Notacao 2.1.1 O fechamento reflexivo-transitivo da relacao bindria = € denotado
como =",

Definigao 2.1.4 Seja G = (N,T,M,S) uma gramdtica matricial e X € (N U
TYN(NUT)*)Y € (NUT)*. Uma derivacio de n passos, desde X atéY, é uma
seqliéncia finita de formas sentenciais w; € (N UT)*, 0 <i < n, tais que

(Z) Wy = X,
(i) w;—1 = w;, para 0 < i < n, isto €, w;_y deriva diretamente w;,

(iii) w, =Y.

Nestas condigoes, denotamos X ="Y . Assim, a aplicagdo de wma matriz m sobre
a forma sentencial X € uma derivacdo de um passo.

Definigao 2.1.5 A linguagem gerada pela gramdtica matricial G = (N, T, M, S), é

LG)={weT":S="w}

Notagao 2.1.2 Adotamos, para a familia das linguagens geradas pelas gramdticas
matriciais, a sequinte nota¢ao:

1. A familia das linguagens geradas por gramdticas livres de contexto matriciais
sem producgoes-A € denotada como M.
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2. A familia das linguagens geradas por gramdticas livres de contexto matriciais
¢ denotada M*.

Exemplo 2.1.1 Gramdtica matricial Gy para a linguagem Ly = {a"b"c™ : n > 1}.
Consideremos a gramdtica matricial:

G1=({S,C},{a,b,c}, M,S)
com
M = {m17m27m3}7

onde
my =[S — SC], my=1[S — aSh,C — cC|, mg=[S — ab,C — (.
Derivacao de aaabbbccc:

S =, SC =, aSbcC =, aaSbbccC =, aaabbbccec.

Vamos provar, por indu¢ao matemdtica, que L(G) = {a™b"c" :n > 1},

Caso base. n = 1.
Com efeito:
S =, SC =, abe.

Hipétese indutiva. Seja n > 1 e suponhamos que para todo k, com 1 < k < n,
temos a*bFck € L(Gy).

Com efeito, consideremos a™b"c" = a™ Labb" 1c" tec. Pela hipdtese indutiva existe
uma derivacao de a™ o™t digamos S =* a1 1L usamos essa derivacao
de a" 10"t para obtermos uma derivacdo de a"b“c"; para tanto observamos
que uma derivacao sequndo a gramdtica matricial G1 € sempre formada por uma
aplicacao da matriz my, sequida de vdrias aplicacoes da matriz mo e, finalmente,
de uma aplicacao da matriz ms; assim a derivacao de a” 10" 1" fornecida pela
hipétese indutiva pode ser decomposta da sequinta forma:

S =y SC =2 a" 28" 20" 2C =y O]

consideramos apenas a aplicacao da matriz my e as aplicacoes da matriz moy, in-
cluimos mais uma aplicacao da matriz ms e, finalmente, uma aplicacao da matriz
my para obtermos uma derivacao de a™b"c":

S =, SC =2 a" 250" 2o 20 =y, TSV 0 TIC =, a"Y

Isto completa a inducao e termina a prova.
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Observacao 2.1.1 Uma pequena modificacdo do exemplo anterior permite incluir
a palavra vazia na linguagem reconhecida pela gramdtica matricial G:

Gy = ({S,A,C}, {a,b,c}, M, S, 0)

com
M = {ml7m2a m3}7

onde

my =[S — AC], me=[A—aA ,C —bCc, mg=[A—\C— ).

Exemplo 2.1.2 Gramdtica matricial Gy para a linguagem Lo = {ww : w € {a,b}"}.
Consideremos a gramdtica matricial:

Gs = ({S. A, B}, {a, b}, M, S)

com
M = {my,mg, m3, my, ms},
onde
my =[S — AB], mg =[A — aA,B — aB|, m3=[A— bA, B — bB],

my=[A—a,B—al, m;=[A—0bB—1.
Derivacao de ababbbababbb:

S =, AB =, aAaB =, abAabB =,,, abaAabaB
=ms ababAababB =, ababbAababbB =-,,, ababbbababbb.

Vamos provar, por indugdo matemdtica no comprimento |w| da palavra w, que

L(Gy) ={ww : w € {a,b}"}.
Caso Base: |w| =1
Neste caso w = a ou w =b.
S =, AB =, aa

S =, AB =, bb

Hipétese indutiva: Seja w € {a,b}" tal que |w| = n > 1 e suponhamos que
para todas as palavras u € {a,b}™, com |u| < |w| temos que u € L(G).

Sem perda de generalidade, podemos supor que w = ua pois o caso w = ub € andlogo.
Pela sua vez u = va ou u = vb. Em os ambos casos, pela hipotese indutiva, temos:
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(i) S =m, AB =" mAmB =, vava = uu,
(ii)) S =m, AB =" mAmB =, vbub = uu.
De (i) obtemos
S =, AB =" mAmB =, vaAvaB = wAuB =, uaua

De (it) obtemos

S = AB =" mAmB =, v0AvbB = uAuB =, uaua

Isto completa a inducao e termina a prova.

= ww.

= ww.

41
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2.1.2 Gramaticas Matriciais com verificacao de aparéncia

Definigao 2.1.6 (Gramatica Matricial com verificagdo de aparéncia) Seja
GM = (N,T,M,S) uma gramdtica matricial. Seja P o conjunto de todas as
producgoes que aparecem nas matrizes de M e seja F' um subconjunto de P. Se
X e(NUTY*NINUT)" Y € (NUT)*, dizemos que X deriva diretamente Y em
modo de verificacao de aparéncia, e escrevemos

X =>"Y
se existir um inteiro k > 1 e cadeias wyyq, w;, 5,8, € (NUT)*, 1 <i <k, tais que:
(i) wy =X ewg1 =Y,
(i) m = [py = Ey — D, ...,pr = Ex — Dy| € uma das matrizes de M, e

(#ii) Para cadai=1,... k tem-se w; = r;E;s; e, neste caso, w;11 = r;D;s; ou entdo
o nao terminal E; nao aparece em w; e a ocorréncia da producao p; = E; — D;
pertence a F', e, neste caso, w; 1 = w;.

Nestas condigoes dizemos que GM = (N, T, M,S, F) ou, mais brevemente, G =
(GM, F) é uma gramdtica matricial com verifica¢do de aparéncia.

Notacao 2.1.3 O fechamento reflexivo-transitivo da relagao bindria =% € deno-
tado por ="

Definigao 2.1.7 (Derivagao) Seja GM = (N,T,M,S) uma gramdtica matricial
eX e (NUT)'N(NUT)*)Y € (NUT)*; uma derivagao de n passos, desde X até
Y, € uma seqiiéncia finita de formas sentenciais w; € (N UT)*, 0 <i <mn, tais que

(i) wo = X,

(i) wi—1 = w;, para 0 < i < n, isto é, w;_1 deriva diretamente w; em modo de
verificacao de aparéncia,

(iii) w, =Y.

. ~ mn . . ~ .
Nestas condi¢oes denotamos X =Y. Assim, a aplica¢do de uma matriz m sobre
a forma sentencial X corresponde a uma derivacdo de um unico passo.

Definicao 2.1.8 A linguagem gerada pela gramdtica matricial com verificacdo de
aparéncia GM = (N, T, M,S, F) é

Loe(GM, F) = {w € T* : S =" w}.
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Observagao 2.1.2 Para qualquer gramdtica matricial GM temos:

L(GM) = Lo.(GM, 0).

Notacao 2.1.4 Introduzimos uma notag¢do para a familia das linguagens geradas
pelas gramdticas matriciais com verificacao de aparéncia, da sequinte forma:

1. A familia das linguagens da forma La.(GM,F) onde GM ¢é uma gramdtica
livre de contexto é denotada M.

2. A familia das linguagens da forma L..(GM,F) onde GM ¢é uma gramdtica
livre de contexto sem producgoes-A € denotada M ..

Proposicao 2.1.1

MC M C M, MC Mgy €M

Prova A primeira inclusao é garantida pela notacao 2.1.2; a segunda e a terceira
sao conseqiiéncia da observacao 2.1.2; a quarta inclusao é garantida pela notacao
2.1.4.

O

Exemplo 2.1.3 Gramdtica matricial com verificacio de aparéncia Gz = (GM, F)
para a linguagem L = {a* : n > 0}. Consideremos a gramdtica matricial com
verificacao de aparéncia:

Gs=({S,A,B,C,U},{a}, M, S, F)

com
M = {mb mao, ms, My, m5}7

onde

m=[B—-UA—-US—CC|], my=[S—UC—B| mg=[C—UDB-—S5]|
my=[B—-UC—-US—A4, my=[S—UA— d.

F={S—UA—-UB-—-UC-—U}.
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Derivacao de a*':
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Com efeito:
S =, CC =>m, BC =>m, BB

=ms BS =ms OS5 =>m, CCS
=, CCCC =m, CCBC =, BCBC
=, BCBB =, DBBBB =, DBBBS
=, BBSS =, BSSS =, 9558
=, CCSSS =, CCCCSS =, CCCCCCS
=, Cccccccce =, cpccccece =, CBCBCCCC
=., CBCBCBCC =,, CBCBCBCB =,, CBCBCBBB
=., CBCBBBBB =,, CBBBBBBB =,, BBBBBBBB
=, SBBBBBBB =,, SBSBBBBB =, SBSBSBBB
=m, SBSBSBSB =, SSSBSBSB =,, SSSSSBSB
=, O9SSSSSSB =, SSSSSSSS =, SSSSSSSA
=m, ASSSSSSA =, AASSSSSA =, AAASSSSA
=, AAASSSAA =, AAAASSAA =, AAAAASAA
=, AAAAAAAA =, AAAAAAAa =, AAAAAAaa
=ms AAAAAaaa =ms AAAAaaaa =ms AAAaacaa
=ms AAaaaaaa =ms Aaaaaaaa =, 0Q0AAAAA

Vamos provar, por indugdo matemdtica, que L(G3) = {a®" : n > 0}.

Caso base. n = 0.
Com efeito:

0
S:>m4A:>m5a:a1:a2.

Hipétese indutiva. Seja n > 0 e suponhamos que para todo k, com 0 < k < n,
temos a?* € L(Gl).

. . n n—1 n—1 n—1 n—1 ., .
Com efeito, consideremos S*" = S* 2" = §2"°° §2"" Pela hipétese indu-

. . . ~ —1 . -1 . ~
tiva existe uma derivacao de S*, digamos S =* S*" ; usamos essa derivacdio de
2n71 . ~ 2n71
S para obtermos uma deriwacao de S< :

S =, CC =, BC =,,, BB =, BS =, S5 =* AS*" " =+ §¥" 52" = 52"

Isto completa a inducao e termina a prova.
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2.1.3 Gramatica Matricial sob derivagoes mais a esquerda

Definigao 2.1.9 (Derivagoes mais a esquerda, em um passo) Consideremos
uma gramdtica matricial G = (N, T, M, S). Definimos a relagdo bindria = ., sobre
(NUT)* como seque: Se X € (NUT)*N(NUT)* Y € (NUT)*, dizemos que X
deriva diretamente Y e escrevemos

X =g Y

se para alguma matriz m e alguma cadeia r1 sobre (N UT)* tem-se que

(1) X =csq Y € vdlida com especificagio (m, 1),

(i) Para nenhuma matriz m’, nenhum Z € (NUT)* e nenhum r; € (N UT)* tal
que |ry| < |r1|, tem-se que X =.oq Z € vdlida com especificacdo (m’,ry).

Notacao 2.1.5 O fechamento reflexivo-transitivo da relacao bindria = .s; € deno-
tado como =7, .

Definicao 2.1.10 (Derivacao mais a esquerda) Seja G = (N, T, M, S) uma gra-
mdtica matricial sob derivagoes mais a esquerda e X € (NUT)*N(NUT)*Y €
(NUT)*. Uma derivacio mais a esquerda de n passos desde X até Y € uma
seqliéncia finita de formas sentenciais w; € (N UT)*, 0 <i <mn, tais que:

(Z) Wy = X,
(11) Wi—1 =esq Wi, para 0 < i < n, isto €, w;_; deriva diretamente w;,
(iii) w, =Y.

Nestas condigoes, denotamos X =7, Y. Assim, a aplicagao de uma matriz m sobre

a forma sentencial X € uma derivacdo de um passo.

Definicao 2.1.11 A linguagem gerada pela gramdtica matricial sob derivagoes mais
a esquerda G = (N, T,M,S) é

Lesg(G) ={w e T*: S =, w}.

Notagao 2.1.6 Introduzimos uma notacdao para a familia das linguagens geradas
pelas gramdticas matriciais sob derivacoes mais a esquerda, da sequinte forma:

1. A familia das linguagens da forma L.s,(G) onde G é uma gramdtica livre de

contexto € denotada M},,.
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2. A familia das linguagens da forma L.y (G) onde G € uma gramdtica livre de
contesto sem produgoes-\ é denotada M q,.

Exemplo 2.1.4 Gramdtica matricial G;, sob derivagoes mais a esquerda para a
linguagem L = {a*" : n > 0}. Consideremos a gramdtica matricial sob derivagoes
mais a esquerda

Gy =({S,X,Y,Z,W,A,B,C},{a}, M, 5S)

com
M = {my, mg, m3, mg, ms, mg, M7, Mg, Mo},
onde
my =[S — al, me =[S — YA, mg =X - 27 A— A,

my=Y - ZW,A—B|, msy=[Z—X,B—B|, mg=[W —Y,B— A
mr=W-—-Y,B—-C|], mg=[X—aC—C], mg=I[Y —aC— ).

Cada derivacao consiste de trés lagos:

(i) Trocar os X,Y por Z e duplicar seu nimero,
(ii) Trocar os Z por X,Y,

(#ii) Trocar os X,Y por a.

Os nao-terminais A, B e C indicam qual laco estd ativo. Pela defini¢do
da relagao = .qq a matriz my nao pode ser aplicada quando a matriz ms ainda €
aplicdvel; do mesmo modo, as matrizes mg € my nao podem ser aplicadas enquanto
a matriz ms ainda for aplicdvel. Assim, a linguagem L = {a*" : n > 0} pertence
a classe M},,. Pode-se ainda provar que L € M}, trocando os ndo-terminais A,
B e C por subindices, nos outros nao-terminais. Fssa ultima afirmativa também
€ um caso particular de teorema 2.1.2, que serd estabelecido mais adiante: “toda
linguagem dependente de contexto que mao contém a palavra vazia pode ser pode
ser gerada por uma gramdtica livre de contexto matricial, sem producoes X\, sob

derivacoes mais a esquerda”.

Planejar a demonstracdo por inducdo neste caso nao € tao intuitivo como
no caso que as derivacoes nao sao mais a esquerda; é melhor, neste caso, comec¢ar
desenhando as arvores de derivacao de algumas palavras; nos dois diagramas a sequir
foram desenhadas drvores de derivagao para as palavras a, a21, a® e a®. Para
poupar espaco unimos todas as drvores em uma SO; nessa unica Arvore Marcou-se
com a palavra “proibido” os passos de derivacao que nao sao mais a esquerda; as
derivacoes mais a esquerda foram marcadas com “+ esq.”. Usamos a nota¢ao mj-

para indicar que a matriz m; foi aplicada i vezes.
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S
(+6sq-)m/ \HSQ-)

mo
a YA
(+esq.) my

ZW B

(+68q‘)m/ \mez‘bidO)
XWB ZY A

(+esq.)m/ \&esq.) me
XYc XY A
(+esq.) mg (+esq.) ms my (proibido)
e, Z°Y A XZW B
(+esq.) mg (+esq.) my
a? :' aa 73W B
(+esq.) m3

X3WB  (continua)

Diagrama 1. Derivacées de a e a®.
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(continuagao) X3WB
(+esq.) my (+esq.) mg
X*YC X°YA

(+esq.) m3|  (+esq.) m3 my (proibido)

A’y C (ZZ)*Y A X*ZWB

a¥ = a*A (ZZ)*ZWB

(aa)*aY C

(+esq.) mg

a® = a® = (a)’aa)

. . ~ 2 3
Diagrama 2. Derivacoes de a® e a* .

A drvore acima € continuacao da drvore da pdgina anterior. Analisando as
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drvores de derivacdo das palavras a® a? e a® podemos chegar as sequintes con-
clussoes:

1. todas compartilham os primeiros trés passos de derivacao quando sao aplicadas
as matrizes Mo, My € Ms,

. . : . . i
2. depois de aplicar 2* — 1 vezes a matriz ms (denotado na drvore como m2 !
5 )
pode ser aplicada a matriz m7 ou a matriz mg; a primeira leva a uma deriva¢ao
; ot ¢ "
de a*', a sequnda a uma derivacio de a®

3. a parte final da derivacio de a? pode ser dividida em cinco partes da sequinte
forma:

a) uma aplicacdo da matriz my, que leva & forma sentencial (ZZ)* 1Y A,
(a)

b) 20—1 aplicacdes da matriz ms, que leva a forma sentencial (ZZ 2iil_lZVVB,
(

¢) uma aplicacao da matriz my, que leva a forma sentencial (X X 2T -lLXW B
(c) plicag . q ,
(d) 20—1 aplicagdes da matrizms, que leva a forma sentencial (aa)®  ~'aY C,

(e) uma aplica¢io da matriz mg, que leva a palavra a® = (a)?" ~laa.

Com estas observagoes a demonstracao por inducdo matemdtica pode ser es-
quematizada como seque:

Para demonstrar: A gramdtica matricial sob derivagoes mais a esquerda G;} gera
a linguagem L = {a*" : n > 0}

Caso Base O caso n = 0 e imediato pela aplicacdo da matriz my e ndo faz parte
do esquema da inducao; portanto procedemos com n = 1:

S =esqgme YA =esqgmy ZWDB =¢sq ms XWB

2

:>esq mr XYC :>68q me AYC :>esq mog a = CLCL)\

Hipétese indutiva Seja n > 1 e suponhamos que a*" € Lesq(Gé). Vamos provar
que @ € Leogy(G).

Com efeito, jd que a*" € Lesq(G;) entdo eriste uma derivacao de a*" sequndo

L. / . n ~ .
a gramdtica Gy, digamos S =7, a®". Segqundo nossas observacoes acima, essa

derivacao pode ser decomposta da sequinte forma

2n—1

ZWB =  a. (XX)? ' TIXWB

esq mg

S =5 (Z2)" WA Sy my (Z22)

esq

n

S me (XX)TTTWCO =, o (a0)?T Y O =g g @ = () L aa)

esq mg
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Vamos obter uma derivacio de a®"" sequndo Gy desconsiderando os 4ltimos a®"+?
passos, isto €, desconsiderando as ultimas aplicacoes de mz, mg e mg. Com efeito:

2n—1 2n—1

S=: (22 TWA S m (22) “IXWB

esq

ZWB = o (XX)

esq mg
(X IWB Sy mg (X)? YA ons (Z22)7 YA g, (22)7 7 ZWB
esq mi" ! (XX)"T'XWB =gy m (XX)"TIXYC =, m2" 1 (aa)* taYC

2n+1

2" —1
:>esq mg @ )

= (aa aa.

Isto completa a inducao e termina a prova.

2.1.4 Caracterizacao de linguagens através de gramaticas
matriciais

Teorema 2.1.1 Toda linguagem dependente de contexto L que nao contém a palavra
vazia A € gerada por uma gramdtica cujas produgoes sao todas de uma das formas
sequintes:

A— BC,AD — BC, A —a

onde A, B,C, D sdao nao-terminais e a € um terminal.

Prova. Sejan >1e G = (N, T, P,S) uma gramética; dizemos que G é de grau n
se, e somente se, somente ocorrem terminais em produgoes da forma A — a, onde
AeN,aecTeVp=FE — D € P tem-se |E| <|D| < n. Pelo teorema A.1.2 do
apéndice A, podemos assumir que existe um n tal que L é gerado por uma gramatica
de grau n.

Afirmativa: L é gerada por uma gramética de grau 2.

E suficiente demonstrar que, para toda gramética G de grau n > 3 existe uma
gramatica G' de grau n — 1 equivalente a G: L(G) = L(G").

Seja G = (N, T, P,S) uma gramatica de grau n > 3. Sejap = E — D € P.
Se |D| < 2, entdo colocamos p € P(G'). Caso contrario (|D| > 2), existem
X1, Xo, X3, X, tais que:

E=X,E.D =X, X5, X,D

’ ’ . N . ’
para algumas palavras E', D (que podem ser iguais a palavra vazia A). Se E' = X
entao introduzimos um novo nao-terminal Y; e incluimos

X1 = XoY1, Y1 — X3 XyuD'
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~ ! " ~ .
como producoes de G'. Se = X Y5F para algum nao-terminal X5 e uma palavra
" ~ . . ~ . . ’
E", entao introduzimos um novo nao terminal Y5 e incluimos

XsE' — Y2V,D', X1Yy — Xo X3

como producées de G .

Esse processo é repetido para cada producao de G. Claramente, a gramética resul-
tante G é de grau n—1, e equivalente a G. Portanto, L é gerado por uma gramatica
G = (N,T,P,S) de grau 2.

Vamos construir uma gramética G satisfazendo as condic¢oes do teorema 2.1.1. Isto
significa que as producoes da forma E — D, onde E, D sao nao-terminais sao elim-
inadas de G.

Definimos

K={w:5="wouentdo w € T ouentao w € N* e |w| <2}

Esse conjunto finito pode ser determinado usando o método do teorema A.1.3 do
apéndice A. O conjunto P consiste de:

(i) Todas as produgdes S — w tais que w € K

(ii) Todas as produgoes CA — CB, AC' — BC, taisque C € N e A — B € P,
onde A,Be€ N

(iii) Todas as produgoes A — BC, AD — BC, A — aem P onde A,B,C,D € N
eacT.

Portanto G satisfaz as condicoes exigidas. Por construcio, G é portanto equivalente
aG.
O

Teorema 2.1.2 Uma linguagem que nao contém a palavra vazia A € dependente de
contexto se e somente se ela é gerada por uma gramdtica livre de contexto matricial
sem producgoes X\, sob derivacoes mais a esquerda.

Prova. Denotamos com £ a familia das linguagens dependentes de contexto que
ndo contém a palavra vazia . Vamos provar que £; C M5y Para a demonstragao
de M., C L’ remetemos o leitor ao livro de Salomaal?. Seja b € T uma letra, fixa,
arbitréaria y seja L € £]. Nestas condicoes, pelo teorema 2.1.1, existe uma graméatica
dependente de contexto G = (N, T, M, S) tal que L.s,(G) = Lb e cujas producoes
sao de uma das trés formas seguintes:

A BC, ABCEcN

AD — BC, A,B,C,DeN
A—a AeN,aeT
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Definimos novos nao-terminais

Nl :{AlAGN}
N2 :{AQZAGN}
NO = {So,Xl,Xg,Xg,X4}U{Xp p:AD — BC, onde A,B,C,D € N}

e, com eles, a gramatica matricial:
Gl — (NUNOUN1UN2,T,M,S)

onde as matrizes sao dadas por:

(ii) [A — AL, Xy — X1]
(iii) [A — B1Cy, X1 — Xo|,Vp=A— BC,A,B,CeN

[A—> BlyXl —>Xp]
(iv) [D—Cy X, —Xs] yE€N,E#D,p=AD — BC,A,B,C,D e N
[E — X4,Xp — X4]

[Bl — B, Xy — XQ]
(v) B, — B.X, — X VB e N
[A — a, X7 — Xj]
(vi) (A — a, X3 — X3
[A— a, X3 — b
[A— a, X; — b

Vp=A—ac€ P AeENacT

Como cada palavra de L(G) possui uma derivagao segundo G tal que as produgoes
A — a sdo aplicadas por tltimo (isto é produgao de outro tipo é aplicada depois
da aplicagdo de uma das produgoes A — a) e GG simula este tipo de derivagoes

obtemos:
Lesy(G1) = L(G)b

Por outro lado, se L; é uma linguagem sobre T" que nao contém a palavra vazia A,

Ly = {J(95L1)b

beT

onde )Ly = {z : bz € L }.

Afirmativa:
Seja L; é uma linguagem dependente de contexto sobre T' que nao contém a palavra
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vazia A Se b € T entao d; L; também é dependente de contexto.

Com efeito: Suponha que L; é gerada pela gramética dependente de contexto
G' = (N',T',P',S"). Definimos a nova gramética G* = (N'U{S}, #},T", P'U{S; —
S'#.# — A}, S;). Nestas condigoes L(G") = 9iL, e, pelo teorema A.1.4 do
apéndice, a linguagem 0 L; é dependente de contexto.

Finalmente, temos dois casos a considerar:

1. A & 0y Ly: Neste caso, b € L; e usamos o resultado acima sobre a linguagem
L para concluirmos que:

(0y L1)b € Mg,

2. A € 0jLy:, denotamos Ly = 0) Ly \ {\} e temos que Lab € M. gy; como M., é
fechada sob unido e (0f L1) = L2b U {b} obtemos

(OyL1)b € Megq.
e destes dois casos e do teorema A.1.4 do apéndice, obtemos que Ly € M. U

Como nenhuma das matrizes da prova do teorema 2.1.2 contém mais de duas
producoes, obtém-se o seguinte corolario:

Teorema 2.1.3 Para qualquer linguagem L em M.y, existe uma gramdtica livre de
contexto matricial G que nao contém a palavra vazia X tal que L = L(G) e nenhuma
das matrizes de G contém mais de duas producades.

Nesta secao foram introduzidas as gramaticas matriciais, baseadas em gramati-
cas de tipo 7, 0 < 7 < 3, segundo a hierarquia de Chomsky, e tais que suas producgoes
sao aplicadas em “grupos”, denominados matrizes. Essas matrizes constituem o
primeiro mecanismo de controle que estudamos neste capitulo. Foi introduzida
também a nocao de aplicacdo de producao em modo de verificacdo de aparéncia,
que sera redefinida para cada um dos outros mecanismos de controle estudados nas
seguintes tres segoes.

Também foi provado que as gramaticas matriciais sob derivagdoes mais a es-
querda caracterizam as linguagens dependentes de contexto que nao contém a palavra
vazia. Todos esses conceitos foram ilustrados com diversos exemplos.

Embora as gramaticas matriciais possuem, em geral, como nicleo, uma graméti-
ca de qualquer tipo segundo a hierarquia de Chomsky, sao de interesse especial aque-
las baseadas em gramaticas livres de contexto (de tipo 2 segundo a hierarquia de
Chomsky) pois, como serd provado na secao 2.4, essas gramdticas possuem poder
computacional de maquina de Turing.
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2.2 Gramaticas Variantes no Tempo

Graméticas variantes no tempol'® | sdo gramédticas de tipo 7, 0 < i < 3, segundo

a hierarquia de Chomsky, nas quais, a cada passo de uma derivacao, as produgoes
que podem ser aplicadas sao determinadas por uma funcao, que denominamos de
variacao, que tem como dominio o conjunto dos inteiros positivos e que toma como
valores subconjuntos nao-vazios do conjunto das producoes da gramatica. Nesta
secao definem-se os conceitos basicos das gramaticas variantes no tempo, estuda-se
o caso especial das gramaticas variantes no tempo no qual a funcao de variacao
é periddica, redefine-se o conceito, introduzido na secao anterior para gramaticas
matriciais, de aplicacdo de produ¢do em modo de verificagao de aparéncia, para o
caso das gramaticas variantes no tempo, define-se uma notagao para o caso especifico
das gramaticas variantes no tempo baseadas em gramaticas livres de contexto, e
obtém-se uma caracterizacao das gramaticas matriciais com verificacao de aparéncia,
que possuem duas produgoes em cada matriz, em termos das graméticas variantes no
tempo com funcao de variacao periddica, baseadas em gramaticas livres de contexto.

2.2.1 Conceitos basicos

Definicao 2.2.1 (Gramadtica variante no tempo) Uma gramdtica variante no
tempo GT de tipo i, com 0 < i < 3, é um par ordenado (G,v) onde G = (N, T, P,S5)
¢ uma gramdtica de tipo i e v : N — 2P\ {Q} € a funcdo de variacio (uma funcgao
dos nimeros naturais no conjunto de subconjuntos nao-vazios de P).

Definigao 2.2.2 (Passo de derivagao) Seja GT = (G,v) uwma gramdtica vari-
ante no tempo de tipo i, com 0 <i <3, e X, Y € (NUT)*. Dizemos que X deriva
diretamente Y e escrevemos

X=Y

se eziste um inteiro j > 1 e cadeias r,s sobre (N UT)* tais que:
(i) X =rEs eY =rDs,
(ii)) p=E — D pertence a v(j),

(#i) a producdo a ser aplicada no passo de derivacdo sequinte deve pertencer a
v(j+1).

Nestas condigcoes também dizemos que a producao p foi aplicada sobre a forma sen-
tencial X e que X =Y € um passo de derivacao.

la diferenca dos conjuntos 2F e {0}.
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Notacao 2.2.1 O fechamento reflexivo-transitivo da relacdao bindria = é denotado
como ="*.

Definicao 2.2.3 Seja GT = (G,v) uma gramdtica variante no tempo e X € (N U
TYN(NUT)*)Y € (NUT)*. Uma derivagio de n passos desde X até Y € uma
seqliéncia finita de formas sentenciais w; € (N UT)*, 0 <i < n, tais que

(Z) Wy = X,

(i) w;—1 = w;, para 0 < i < n, isto €, w;_y deriva diretamente w;,

(iii) w, =Y.

Nestas condicoes denotamos X =" Y. Assim, a aplicacdo da producdao p sobre a
forma sentencial X € uma derivagcao de um $6 passo.

Definigao 2.2.4 A linguagem gerada pela gramdtica variante no tempo (G,v), onde
G=(N,T,P,S), é
L(G,v)={weT":S="w}

Definicao 2.2.5 Uma linguagem L é “variante no tempo de tipo 1”7 se e somente
se

L =L(G,v)

para alguma gramdtica (G,v) variante no tempo de tipo i.

Teorema 2.2.1 Toda linguagem L é variante no tempo de tipo 3.

Prova. Seja L uma linguagem sobre o alfabeto ¥ = {a4,...,a,}. Se L é vazia entao
L é variante no tempo de tipo 3. Suponhamos que L # (), digamos L = {w; : i > 1},
onde w; = aj,, ..., a, , se |w;| > 0 e, se |w;| =0, entdo w; = A.

Consideremos a gramatica regular G = ({5, X'}, X, P, S), onde
P={S—58S5S—-X,X—->\}U{X—aqX:1<i<n}
Definimos agora v : N — 2F
v(i) ={S — S,p}.
onde a produgao p esta definida indutivamente a seguir:

Caso base ¢ = 1:
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Suponha que wy = ¢1, ..., Cy|, com |wi| > 0e ¢ € X entdo S — X € v(1) e, para
1 <j < |w
X =X € v(l+y),
S—X € 2+ |u).

Hipétese indutiva: Suponha que para algum i > 1 a segunda producao em v(j)
tenha sido definida para todos os valores j tais que

J < wil + 28 = jo.

Definigao indutiva Consideremos a palavra w; 1 = by...bj,,, |, onde b; € X.
Entao:
S—X € v(j+1)
X—>b]X - U(]O+1+]),1§]§’U)Z+1|
X — A S U(j0+2+|wi+1|).

Isto termina a defini¢ao de v.

Agora mostramos que L = L(G,v). Com efeito, pela definicao de v, as derivagoes
segundo (G, v) comegam aplicando jy vezes a produgao S — S (aqui jo = 0 ou entao
Jo = |w;| + 27); depois disso, aplica-se uma vez a produgao S — X do conjunto
v(jo + 1); depois disso, a cada passo da derivacao, ¢ aplicada a producao X — b; X
do conjunto v(jo + 1 + j) para cada 1 < j < |w;11|; depois disso, para terminar a
derivagao da palavra w; é aplicada a produgao X — A do conjunto v(jo+ 2+ |w;i1])-
O

Observacao 2.2.1 A idéia central, na prova do teorema anterior, € definir uma
seqiiéncia de deriagoes (letra-a-letra e mais a esquerda) das palavras de L. A
funcao pode ser nao computdvel, pois depende de uma enumeracao das palavras da
linguagem.

Exemplo 2.2.1 Gramatica variante no tempo de tipo 3 para a linguagem
L = {a™" : n > 1}. Neste exemplo mostramos como € construida a fun¢do de
variagao v do teorema 2.2.1. Consideremos

L={a"b":n>1} = {ab = wy, a®b* = wy, a’v* = w3, a’b* = wy,...}
Derivacao de ab:

wy =ajag=ab S — A €v(l) =
A—aA €
A—bA €
A—= X €
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Derivacao de a?b?:

Wi = Wo = ajagazay = aabb S — A €wv(4+1) =v(5)
A—aA €v(d+1+1) =v(6)
A—aA ev(d+1+2) =v(7)
A—bA cv(d+1+3) =08
A—bA cv(d+1+4) =0v(9)
A— X €ev(d+2+4) =0(10)

2.2.2 Gramaticas Periodicamente Variantes no Tempo

Definigao 2.2.6 Uma gramdtica variante no tempo (G,v) € dita “periodicamente
variante no tempo” se e somente se a func¢do v for periddica, isto €, se existe um
inteiro k > 1 tal que

v(j 4+ k) =wv(j), para todo j.

Exemplo 2.2.2 Gramética periodicamente variante no tempo G4 = (G, v)
para a linguagem L = {a"b"c¢" : n > 1}. Consideremos a sequinte gramdtica livre
de contexto sem produgoes-A\ periodicamente variante no tempo, com periodo igual
a3, Gy=({S,A,B,C,D},{a,b,c}, P,S), onde o conjunto de produgoes é definido
como seque:

P=H{
po=8S—ABC, pp=A —aA, po=B—bB, p3=C — cC,
ps=A—a, ps=B—D, po=C—c pr=D—=b,

}

e a funcao v ¢ definida da sequinte forma:

{p07p37p6}7 1= 17
. {p17p47p7}7 1= 27
v\t) = .
( ) {p27p5}7 1= 37
w(i—3), >3
Derivagao de a®b3c3. Com efeito:

S :>Zf ABC :>g§ aABC :>Zf aAbBC :>gj aAbBcC :>g§ aaAbBcC :>g§ aaAbbBcC

:>gz aaAbbBccC =>Zg a*b’ B&C :>g§ a*b’DC :>Z§ >’ Dc? :>g: a3,
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Vamos demonstrar, por indu¢ao matemdtica em n, que a™b"c" € L(G).

Caso base: n = 1. Como antes,

ac ac ac ac ac
S =0 ABC = e aBC = aDC =0 aDc = abc

Hipétese indutiva: Sejan > 1 e suponhamos que (Vk)(1 < k < n),a*bic* € L(G).

Consideremos a™b™c". Pela hipdtese indutiva existe uma derivacao para a™ 1onten—!
digamos S =* a" " 1c" L. As derivacoes sequndo G consistem de uma aplicacdo
de p1 sequida de repeticoes de aplicacoes das producoes ps,p3 € Py, nessa ordem
e, por ultimo, uma aplicacao de cada uma das producoes pg, ps, Ps, Pr Nessa ordem;
portanto podemos decompor a derivagio de a™ 10" "1 do sequinte modo:

)

S =% a" PAY IR0 = " B R0 =9 0" 2D 20

:>Zg an—lbn—QDcn—l :>g$ an—lbn—lcn—l‘

Ficando apenas com a primeira parte desta derivag¢ao (que inclui as repetigoes de
D2, P3, pa) podemos obter uma derivagao para a™b™c", do sequinte modo:

S =*a" A2 B0 = a" tAY" 2B 20 = a" tAY" B2 O

=0 gAY BEIO =% @I Be IO =% "D IO

ac ., nin n—1 ac ,min _n
= a0 C =00 a"b" "

A idéia €, simplesmente, fazer mais uma iteracdo nas repeticoes de ps, p3, ps. Isto
completa a inducao e termina a prova.

Observacao 2.2.2 E possivel encontrar gramdticas periodicamente variantes mo
tempo, com diferentes periodos, que geram a mesma linguagem. Por exemplo,
a gramdtica periodicamente variante no tempo G, = (G,v) também gera a lin-
guagem L = {a™b"c" : n > 1}. Consideremos a sequinte gramdtica livre de con-
texto sem produgoes-\ periodicamente variante no tempo, com periodo igual a 2,
G, = ({S,A,C,D},{a,b,c}, P,S), onde o conjunto de produgdes é definido como

seque:

P={
m=8S—AC, py=A— aAb, p3=C — cC,
pi=A—ab, ps=C—D, ps=D—c

}
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e a funcao v € definida da sequinte forma:

{p17p37p5}7 1= 17
U(Z> = {p27p47p6}7 1= 27
w(i—2), >3

s’ sy e / ~
Note-se também que, as gramdticas G4 do exemplo 2.2.2 e a gramdtica G, sao
gramdaticas periodicamente variante no tempo livres de contexto.

Exemplo 2.2.3 Gramatica periodicamente variante no tempo G5 = (G, v)
para a linguagem L = {ww : w € {a,b}"}. Consideremos a sequinte gramdtica
livre de contexto G5 = ({5, A, B,C, D}, {a,b,c}, P,S), onde o conjunto de produg¢does

¢ definido como seque:

P ={

m=S—AB, pp=A—aA, p3=B—aB, p=C—>C, ps=A—A,
ps=A—>0bC, p;=B—bD, ps=DB— B, po=D—D, po=A—M\
pu=D5— A, pr2=C—aA, pi3=D —aB, py=C—bC,
pis=D—=0D, pg=C— X, pr=D— A

}

com a funcao v definida da sequinte forma:

{p1, 05, P90}, =1,
{p2,p6: P10, P12, P14, P16}, T =2,
v(i) = {ps:p7. P11 D13, P15, Piv), G =3,
{pa; s} 1 =4,
(i — 4), i > 5.

Derivagao de bb:

S = AB =9 bOB =% bChD =2 bChD =1 bChD =2, bAbD = bbD =2 bbA = bb.

pi7
Vamos provar, por indug¢do matemdtica no comprimento |w| da palavra w, que
L(G) ={ww :w € {a,b}"}.

Caso Base: |w| =1
Neste caso w = a ou w = b, resta apenas ver o primeiro caso. Com efeito:

S :>;f AB :>;§ aAB :>g§ aAaB :>g§ aAaB

ac ac _ ac N
= aAaB =0 alaB = aaB =0 aa) = aa.
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Hipé6tese indutiva: Seja w € {a,b}™ tal que |w| = n > 1 e suponhamos que
para todas as palavras u € {a,b}™, com |u| < |w| temos que uu € L(G).

Nestas condig¢oes, w = ua ou w = ub, para alguma palavra v € {a,b}*. Por
sua vez, u = xa ou u = xb, para alguma palavra u € {a,b}". Consideramos apenas
0 €aso U = xTa e w = ua, pois 0s outros casos sao andlogos.

Pela hipotese indutiva, existe uma derivacao de uw, digamos:

S =" zaAxaB :>ng ralraB = zaxzaB :>;f1 TATAN = TATG = UU.

Desconsiderando as duas ultimas producgoes aplicadas, obtemos uma derivacao para
ww do sequinte modo:

S =* zaAzaB = vAuB :>g§ uaAuB :>g§ uwaAuaB =

ac ac ac _ ac _
wAwB = e wAwB = e wAwB = wlwB = wwB = WWA = ww.

Isto completa a inducao e termina a prova.

2.2.3 Gramaticas variantes no tempo com verificacao de
aparéncia
Definigao 2.2.7 (Modo de verificagao de aparéncia) Seja GT = (G,v) uma

gramdti-ca variante no tempo, com G = (N,T,P,S), F C P e X,Y € (NUT)*.
Dizemos que X deriva diretamente Y e escrevemos

X =%Y
se existe um inteiro j > 1 e cadeias r,s sobre (N UT) tais que:
(i) X =rEs eY =rDs,
(ii)) p=E — D pertence a v(j),

(#ii) a producdo a ser aplicada no passo de derivacdo sequinte deve pertencer a
v(j +1),

ou entao

(i) E nao aparece em X e, neste caso, Y = X
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(1) p=E — D pertence a v(j) N F,

(#ii) a producdo a ser aplicada no passo de derivagdo sequinte deve pertencer a
v(j+1).

Nestas condicoes, também dizemos que a producao p foi aplicada na forma sentencial
X em modo de verificacio de aparéncia e que X =Y € um passo de derivacao
em modo de verificagao de aparéncia, e dizemos que (GT,F) = (G,v,F) é uma
gramdtica variante no tempo com verificacao de aparéncia para as producoes em F.

Notagao 2.2.2 O fechamento reflexivo-transitivo da relagao bindria = é deno-
tado como =9

Definigao 2.2.8 Seja (G, v, F') uma gramdtica variante no tempo com verifica¢ao
de aparéncia para as produgoes em F, onde G = (N, T, P,S) é uma gramdtica, e
X e(NUT)*N(NUT)*Y € (NUT)*; uma derivagao de n passos desde X até'Y
¢ uma seqiiéncia finita de formas sentenciais w; € (N UT)*, 0 < i < n, tais que

(Z) Wy = X,
(i) wi—1 = w;, para 0 < i < n, isto €, w;_y deriva diretamente w;,
(iii) w, =Y.

Nestas condicoes denotamos X =" Y. Assim, a aplicacdo da producdo p sobre a
forma sentencial X € uma derivacao de um passo.

Definicao 2.2.9 Seja G = (N, T, P,S) uma gramdtica e F C P um subconjunto
das produgoes de G. A linguagem gerada pela gramdtica variante no tempo (G, v, F)
com verificacdo de aparéncia para as producoes em F é

Loc(Gov, F) ={w e T*: S =" w}.

Notacao 2.2.3 Introduzimos uma notacao para a familia das linguages geradas
pelas gramdticas variantes no tempo com verificacao de aparéncia, da sequinte forma:

1. A familia das linguagens da forma L..(G,v, F') onde G € uma gramdtica livre
de contexto e v € uma funcao periddica, € denominada a “familia das lin-
guages livres de contexto periodicamente variantes mo tempo com verificacao
de aparéncia” e é denotada Ty. Algumas vezes, na literatura especializada,
as gramdticas que geram estas linguagens sao denotadas ptucfac, pela sua de-
nominacdo em inglés: periodically time-varying context-free grammars with
appearance checking.
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2. A familia das linguagens da forma L,..(G,v, F) onde G € uma gramdatica livre
de contexto sem producoes-\ e v € uma funcgao periddica, é denotada Ty..

3. A familia das linguagens da forma L,..(G,v, F) onde G é uma gramdatica livre
de contexto, v é uma funcao periddica e F =0, é denotada T*.

4. A familia das linguagens da forma L..(G,v, F') onde G é uma gramdtica livre

de contexto sem producoes-\, v € uma funcao periddica é denominada e F = (),
¢ denotada T .

Proposicao 2.2.1

TCTCT

ac?

TCT,.CT,.

Teorema 2.2.2 Toda linguagem L gerada por uma gramdtica matricial tal que todas
as suas matrizes consistem de duas producées, pertence a T?.

Prova. Seja G = (N, T, M,S) uma gramética matricial tal que suas matrizes sao
da forma: . o '
|E} — Di,Ey— Di| ,1<i<u

onde Ei, EY € N. Vamos definir uma gramdtica periodicamente variante no tempo
(G1,v) tal que L(G) = L(Gy,v). Com efeito, consideremos

Gi=(NU{Y/:1<i<u,1<j<2},TPYS)

Os novos nao-terminais Y]Z sao introduzidos para evitar derivagoes que usem producoes
(primeira e segunda) de matrizes diferentes. O conjunto de produgoes é:

P=A{E, - DY/Y] =YY/ = X:1<i<u1<j<2}

AR
e a funcao periddica é:
{E{ - DiY]:1<i<u}, k=1,

{EL — DYy 1<i<u}, k=2,
(Y =Y u{Yy =Y/ :1<i<u}, k=2h+1,1<h<u—1i#h

olk) = Y/ =Y u{yy = Y):1<i<u}, k=2h+2,1<h<u-1i#h
{Yy = A:1<i<u}, k=2u+1,
{Vy = X:1<i<u}, k=2u+2,

Assim definida, a funcao v é periédica com periodo 2u + 2. Vamos provar agora que
a linguagem gerada pela gramética (G1,v) coincide com a linguagem gerada pela
gramética G.
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Com efeito, consideremos a aplicagao de uma matriz do tipo [E} — D!, Ei — Dj]
em uma derivacio segundo G. E possivel obter o mesmo efeito em uma derivacao
segundo (G1,v) em 2u+2 passos. A tnica diferenca é que, durante os dois primeiros
passos, os nao-terminais Y, Yy sdo introduzidos, e durante os dois tiltimos passos,
esses nao-terminais sao apagados. Assim, qualquer derivacao segundo G pode ser
simulada por uma derivagao segundo (Gy,v); portanto, L(G) C L(Gy,v).

Observamos agora que uma derivagao segundo (G1,v) pode ser dividida em sub-
derivagoes, cada uma das quais consiste de 2u + 2 passos. Consideremos uma sub-
derivagao tal que se, para algum 4, os nao-terminais Y{, Yy, foram introduzidos
nos dois primeiros passos, entao pode-se obter o mesmo efeito, em uma derivacao
segundo G, aplicando-se a matriz [E} — D}, E} — D3]. Por outro lado se os nao-
terminais Y7, Yy sao introduzidos durante os primeiros dois passos, entao pelo fato
de as produgoes Y, ;= Y ;»J = 1,2 pertencerem a v(k), ambas as produgoes
Y — Y e V! — Y poderarao ser aplicadas ao mesmo tempo. Portanto, para
algum k, nao existe producao aplicavel no k-ésimo passo. Assim a derivacao ter-
mina sem produzir palavra alguma. Portanto L(G,v) C L(G). Como também
L(G) C L(Gy,v) entao L(G) = L(Gy,v).

O

Teorema 2.2.3 Seja G = (N, T, M, S) uma gramdtica matricial com matrizes
B} — Di, Ey — Di)

ondei=1...u, e sao tais que os conjuntos de simbolos que aparecem na primeira e
na sequnda produgdo sao disjuntos (isto é, nenhum simbolo aparece simultaneamente
em EiD! e EID}, onde 1 < i,j < w). Seja F o conjunto das ocorréncias das
primeiras producoes das matrizes de G, e seja = definido com respeito a esse F.
Entao

(21) {w eT”: P()S() :>ac* ’UJ} S ,];AC

onde Py ¢ um dos nao-terminais que aparecem nas primeiras producoes das matrizes
e Sy € um dos nao-terminais que aparecem nas sequndas producoes das matrizes.

Prova. Suponhamos primeiro que F' é vazio. Entdo a linguagem {w € T* :
PySp =% w} é gerada pela gramdtica matricial com matrizes [E{ — D}, ES — Di)
e pela matriz [X(; — X, Xy — PySp| onde X, é o novo sfmbolo ndo-terminal inicial.
Pelo teorema 2.2.2 a linguagem em questao pertence a 7> e, portanto, a 7).

Consideremos agora o caso de F' nao ser vazio, e suponhamos que ele contém k&
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produgoes, com 1 < k < w. Sem perda de generalidade (renumerando adequada-
mente as produgoes se for necessério), podemos supor que as produgdes em F' sejam:

E! — Di, 1<i<k.

Vamos definir agora uma gramatica periodicamente variante no tempo (G, v;) e um
subconjunto F do conjunto de produgoes de G tal que

{weT": PSy = w} = Lae(Gh,v1, F)

Com efeito, consideremos uma gramatica periodicamente variante no tempo com

. ~ A~ . ’ .
verificagdo de aparéncia (G1,v;) onde G; = (N1, T, P1, X,) sendo o conjunto das
producoes P; formado pelas seguintes produgoes:

(2.2) E;—DY/! 1<i<u1<j<2,
(2.3) Y=Y, 1<i<u1<j<2,
(2.4) Yi—=A 1<i<uy1<5<2,
(2.5) Xy — PySoU

(2.6) U— A

(2.7) U— UUY, 1<i<k
(2.8) E, — Z'E! 1<i<k
(2.9) U — 7' 1<i<k
(2.10) ARSD) 1<i<k
(2.11) AR 1<i<k

e o conjunto de nao-terminais N; formado pela uniao do conjunto de nao-terminais
N de G com os novos nao-terminais X(;,in, U, U', Z, Z* onde os indices assumem
valores como definido em (2.2) — (2.11). O conjunto F; é formado pelas produgoes
(2.5) e (2.8) — (2.11).

Vamos agora definir a fun¢ao de varia¢do vy, com periodo (2u + 3) + 4k em ter-
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mos da funcao de variacao v usada na demonstragao do teorema 2.2.2:

Xo — PoSoU, =1,
(D) U{U - AN U{U - UUY] 1 1<i<k}, j=2

vy — 1), 3<j<2u+3,

Ey — Z'E] = (2u+3)+1
vt — 2z j=(Q2u+3)+2
Zt = j=Qu+3)+3

vi1(j) =< ...

EY — Z"E} — (2u+3)+3k—2
U — z* J (2u+3)+ 3k —1
Z8 — A j=(2u+3)+3k
2~z J=Qu+3)+3k+1
Zt— 2 = (2u+3) + 4k

A seguir mostraremos que as linguagens coincidem. Com efeito, a producao (2.5) é
aplicada no inicio de uma derivagao segundo (G, v1, F}) e, depois disso, é aplicada
apenas em modo de verificacao de aparéncia pois X nao aparece en nenhum outro
ponto.

A cada aplicacao da matriz [E} — D!, ES — Dj] correspondem (2u + 2) + 4k pas-
sos em uma derivacao segundo (G, vy, F1). Apenas os primeiros dois destes passos
sao essenciais: os outros servem para verificar que os dois primeiros passos foram
executados corretamente. Os nao-terminais Y]Z permitem verificar que as producoes
aplicadas nos dois primeiros passos vém da mesma matriz.

Suponha que se deseja aplicar a producao
E, - Di1<i<k

no primeiro passo de uma derivagao na qual E} nao aparece na forma sentencial que
estd sendo examinada. Depois disso, aplicamos a producao (2.7). Essa aplicacao
estaria incorrecta se, e somente se, para algum i, tivéssemos ambos os nao-terminais
Ei e U® na forma sentencial examinada depois do passo inicial. Pela hipétese sobre
as matrizes, isso acontece no caso quando Ei e U’ aparecem na forma sentencial
examinada apds o passo (2u + 2). Por outro lado, isso significa que o nao-terminal
Z (que nao pode ser eliminado) ird ser introduzido depois do passo (2u + 2). Pela
escolha de F}, esse é o Unico caso no qual Z é introduzido. Portanto, somente
aplicagoes corretas de (2.7) levam a palavras formadas apenas por terminais.

Uma derivagao segundo (G, vy, F1) é terminada pela aplicacdo da produgao (2.6).
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Se a produgao (2.6) é usada prematuramente, entdo no passo seguinte serd intro-
duzido o nao terminal Y7, o qual nao podera ser eliminado, e, portanto, nao sera

obtida uma sentenca desta derivacao.
OJ

Salomaal?, observa que as construcoes das duas provas precendentes podem
ser refeitas para o caso de gramaticas matriciais sem produgoes-A, obtendo assim,
como corolario a proposicao seguinte:

Proposicao 2.2.2
M g TJ Mac g 7:10‘

Queremos construir uma gramatica livre de contexto periodicamente variante no
tempo com verificagao de aparéncia para a linguagem L = {a®" : n > 1}. Nao existe
um tal exemplo na literatura consultada: Salomaal?, Rozenberg!'™, Dassow!®. Uma
idéia é aplicar o teorema 2.4.3 a uma gramatica livre de contexto matricial com
verificacao de aparéncia para a linguagem L; mas essa gramatica matricial teria que
ter duas producoes em cada matriz. A tnica gramaéatica livre de contexto matricial
com verificagao de aparéncia para a linguagem L, é a gramédtica G3 do exemplo
2.1.3, que nao satisfaz a hipétese de ter duas produgoes em cada matriz.

Outra idéia seria usar como base a demonstracao do teorema 2.1.2 para ten-
tar transformar essa gramatica (G3 em uma graméatica gramética livre de contexto
matricial com verificacao de aparéncia com duas produgoes por matriz. Mas essa
demonstracao se refere a gramaticas matriciais com derivagoes mais a esquerda e,
além disso, nao considera producgoes aplicadas em modo de verificacao de aparéncia.

Vamos seguir outro caminho. Usaremos um exemplo da secao 4, no qual
o teorema 2.4.6 é usado para transformar uma gramatica livre de contexto com
linguagem de controle regular com verificacao de aparéncia em uma gramatica livre
de contexto matricial com verificacao de aparéncia com duas produgoes em cada
matriz; desta forma, poderemos aplicar o teorema 2.2.3 e obter uma gramatica livre
de contexto periodicamente variante no tempo com verificagao de aparéncia para a
linguagem em questao.

Exemplo 2.2.4 A partir da gramadtica livre de contexto matricial com verificacdo de
aparéncia GM do exemplo 2.4.4, na qual cada matriz possui apenas duas producoes,
vamos obter uma gramdatica livre de contexto periodicamente variante no tempo com
verificagao de aparéncia para a linguagem L = {a®" :n > 1}. Usamos o método do
teorema 2.2.3

Neste caso temos que a quantidade de producoes que podem ser aplicadas em modo
de verificagdo de aparéncia é k = 2 (observe-se que este valor coincide, por acaso,
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com a quantidade de produgoes nas matrizes) e a quantidade de matrizes é u = T.
Primeiro renumeramos as matrizes, de modo que as producoes a serem aplicadas
em modo de verifica¢ao de aparéncia sejam as primeiras producoes (aquelas mais a

esquerda) das duas primeiras matrizes.

De (2.2) do teorema 2.2.3 obtemos as quatorze produgdes sequintes:

S—>XY117 QO—>(]2Y21
A— XY12, q2 — QOY22
S — AAYE” do — QOY23
S — GY14, do — C]1Y24
A= SYP, |@— @Yy
S — a}/iﬁa @ — qle26
S—aYy, |a—Y]

3| o o x| wof pof | =

De (2.3) e (2.4) do teorema 2.2.3 temos outras vinte e oito produgoes:
Vi- Y Y, =Y, Y =AY, - 1<i<T,
De (2.5) do teorema 2.2.3 obtemos a produg¢ao:
X(l) — SqoU
De (2.6) do teorema 2.2.3 obtemos a produgao:
U— A

A sequinte tabela reune as ultimas dez produgdes obtidas a partir de (2.7), (2.8),
(2.9) e (2.10):

(2.4)

(2.7) |U - UWYL, | U — UUYY
(2.8) S —Z'S A— Z?A
(2.9) Ut — 71 U? — 7*
(2.10) Zt— A 77—\
(2.11) Zv—Z 7 — 7

Definimos agora a fun¢ao periddica v com periodo (2u+3)+4k = (2x7+3)+4x2 =
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25:
v(1) = {Xg — SqU}
v(2) =
{S— XY}, A— XY?2 S — AAY3, S — aVH A — SYP, S — aYP, S — aY]}
WU — N U{U — UYL U — U20Y})

v(3) =
{90 = @Y3, @2 — @Y, 00 — @500 — 1Y o — @Yy, q1 — 1Y, 1 — Yy,

Y=Y ul{Y] —=Yi:1<i<6,i#h} j=2h+2,1<h<6
Y=Y YUY —Yi:1<i<6,i#h}, j=2h+3,1<h<6
Y/ - X:1<i< T}, j=16
{Yi—=-X:1<i< T}, j=17
S — 718, j =18
Ul — 71, =19
v(j) =1 Z' — A j=20
A — Z%A, j=21
U? — 72, j=22
72 — )\, j=23
7' 7, j =24
72 7, j =25
u(j — 25). Vj > 26

O conjunto das producies que podem ser aplicadas em modo de verificacao de aparéncia
¢ definido como:

F={ X,— SqU, S—2'S, A— Z?A,
Ut — 7%, U? — 72, Z' — )\,
7% = )\, V=27, Z*—7Z }

Definimos a gramdtica livre de contexto G = (N1, T, Pl,Xé), onde o conjunto de
nao-terminais € definido como:

M=NUQUI{X, U ZYU{U, Z Y} V;:1<i<T}

e o conjunto de producies Py € formado pelas cingiienta e quatro producoes definidas
acima. E assim a gramdtica GT = (G,v, Fy) é uma gramdtica livre de contexto
periodicamente variante no tempo que reconhece a linguagem {a2n :n >0}

L(G,v, Fy) = {a®" :n > 0}.
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Nesta secao foram introduzidas as gramaticas variantes no tempo, baseadas
em gramaticas de tipo 7, 0 < ¢ < 3, segundo a hierarquia de Chomsky, e tais que as
producoes que podem ser aplicadas, em cada passo de uma derivacao, sao determi-
nadas por uma funcao de varia¢ao que tem como dominio o conjunto dos inteiros
positivos e que toma como valores os subconjuntos do conjunto das producoes da
gramatica. Essa funcao de variagao é o segundo mecanismo de controle estudado
neste capitulo.

A nocao de aplicacdo de producdo em modo de verificagao de aparéncia, intro-
duzida na secao anterior para as gramaticas matriciais, foi redefinida para o caso
das gramaticas variantes no tempo e as gramaticas matriciais com verificacao de
aparéncia, com duas producoes em cada matriz foram caracterizadas em termos de
das graméticas variantes no tempo com verificacao de aparéncia.

Como no caso das gramaticas matriciais, foi definida uma notagao especial
para as gramaticas variantes no tempo baseadas em gramaticas livres de contexto,
pois, como serd provado na secao 2.4, essas gramaticas possuem poder de maquina
de Turing.
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2.3 Gramaticas Programadas

Graméticas programadas!', sdo baseadas em graméticas de tipo i, 0 < i < 3,

segundo a hierarquia de Chomsky, e possuem, como mecanismo de controle, duas
fungoes, denominadas respectivamente, funcao de sucesso e funcdo de falha, que
determinam, a cada passo de uma derivacao, quais produgoes podem ser aplicadas
apos ter sido aplicada uma producao. Essas fungoes tem como dominio o conjunto
das producoes da gramatica e tomam como valores subconjuntos do conjunto das
producoes da gramatica. Mais especificamente, a funcao sucesso determina quais
producoes podem ser aplicadas depois da aplicagao de uma producao no sentido
das gramdticas na hierarquia de Chomsky, enquanto a funcao de falha determina
as producgoes que podem ser aplicadas depois da aplicacao de uma producao no
sentido verificacao de aparéncia. Desta forma, graméticas programadas que po--
ssuem funcao falha com valor constante igual ao conjunto vazio ), sao denominadas
gramdticas programadas sem verificacao de aparéncia. Nesta secao sao definidos os
conceitos basicos das gramaticas programadas, define-se uma notacao para o caso
especifico das gramaticas programadas baseadas em graméticas livres de contexto,
sao apresentados alguns exemplos, é provado que as gramaticas livres de contexto
programadas com verificacao de aparéncia identificam a classe das linguagens recur-
sivamente enumerdveis, e prova-se, em forma construtiva, que as classes das lingua-
gens geradas por gramaticas livres de contexto matriciais, com ou sem verificacao de
aparéncia, estao contidas nas respectivas classes das gramaticas livres de contexto
programadas com ou sem verificacao de aparéncia.

Definigao 2.3.1 (Gramaética Programada) Uma gramdtica programada de tipo
i, com 0 < i < 3, é uma tripla GP = (G,s, f) onde G = (N,T,P,S) é uma
gramdtica de tipo i, e “s”, “f” sao funcgoes do conjunto de producioes P sobre conjunto
dos subconjuntos de P, isto é:

s: P —2F

f:P—2F

Definigao 2.3.2 (Passo de derivagao) Seja (G, s, f) uma gramdtica programada
com G = (N,T,P,S). Se X,)Y € (NUT)*, dizemos que X deriva diretamente Y,
e eSCrevemos:

X=Y

se ezistirem cadeias r, s, sobre (N UT)* tais que:

(i) X =rEs eY =rDs,
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(ii)) p=E — D é uma produgao de G, e

(iii) A proxima produgdo a ser aplicada deve pertenecer a s(p).

Nestas condi¢oes, também dizemos que X =Y € vdlida.

Definigao 2.3.3 (Modo de verificagao de aparéncia) Seja (G, s, f) uma gramd-
tica programada com G = (N, T, P,S). Se X, Y € (N UT)*, dizemos que X deriva
diretamente Y em modo de verificacao de aparéncia, e escrevemos

X ="Y
se X =Y forvdlida, ou entao cada uma das sequintes condigcoes deve ser satisfeita:
(1) Y =X,
(ii)) p=E — D é uma produgao de P, sendo que E nao aparece em X, e

(iii) A proxima produgdo a ser aplicada deve pertenecer a f(p).

Nestas condigoes, também dizemos que X =Y ¢ vadlida.

Notacao 2.3.1 O fechamento reflexivo-transitivo da relacdao bindria = é denotado
como =*, e o fechamento reflexivo-transitivo de =% é denotado como =

Definigao 2.3.4 (Derivagao) Seja (G, s, f) uma gramdtica programada com G =
(N,T,P,S) e X € (NUT)*N(NUT)*,Y € (NUT)*; uma derivagcdo de n passos
desde X até 'Y, em modo de verificacao de aparéncia € uma seqiéncia finita de
formas sentenciais w; € (NUT)*, 0 <1i < n, tais que

(Z) ’UJO:X,

(1) w;_1 = w;, para 0 < i < n, isto é, w;_1 deriva diretamente w; em modo de
verificacao de aparéncia,

(iii) w, =Y.

Nestas condigoes, denotamos X =" Y. Assim, a aplicacdo da producdo p na forma
sentencial X € uma derivacao de um passo em modo de verificacao de aparéncia.

Definigao 2.3.5 A linguagem gerada pela gramdtica programada (G, s, f), €

L(G,s, f)={weT" :5="w}
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Definigao 2.3.6 A linguagem gerada pela gramdatica programada (G, s, f), com ve-
rificacdo de aparéncia é

Loo(G,s, f) ={w e T*: S =" w}.

Notagao 2.3.2 Introduzimos uma notacdo para a familia das linguagens geradas
pelas gramdticas programadas com verificacdo de aparéncia, da sequinte forma:

1. A familia das linguagens da forma L..(G,s, f), onde G é uma gramdtica livre
de contexto, é denotada P)..

2. A familia das linguagens da forma La.(G, s, f), onde G € uma gramdtica livre
de contexto, sem producgoes-\, € denotada P,..

3. A familia das linguagens da forma L..(G, s, f), onde G é uma gramdtica livre
de contexto, e f(p) = 0,Vp € P, é denotada P*.

4. A familia das linguagens da forma L,.(G, s, f), onde G é uma gramdtica livre
de contexto, sem produgoes-\ e f(p) = 0,Vp € P, é denotada P.

Proposicao 2.3.1

P CP*CP,, P C Po € P
Exemplo 2.3.1 Gramética programada G; = (G,s, f) para a linguagem
L = {a™"c : n > 1}. Consideremos a sequinte gramdtica livre de contexto

Gr = ({S,A,B,C},{a,b,c}, P,S), onde o conjunto de produgies e o conjunto de
etiquetas estao definidos e sao associados como seque:

p s(p) | f(p)
p = S— ABC | {p2,ps}| 0
pr = A—aA {p3} 0
ps = B— 0B {p4} 0
ps = C—cC |{pyps}| 0
ps = A—a {ps} | 0
pe = B—b {P7} 0
pr = C —c 0 0

Nestas condi¢oes a gramdtica livre de contexto programada G, = (G, s, f) gera a
linguagem dependente de contexto: L = {a™b"c" :n > 1}.
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Derivacao de a’b3c?:
Com efeito:

S =% ABC = aABC =% aAbBC = aAbBcC = aaAbBcC =% aa AbbBcC

:>Zj aaAbbBccC =>Z§ a*bbBecC :>gg a*b®eeC :>Z§ a’b> 3.

Vamos demonstrar, por indugao matemdatica, que a™b"c" € L(G7).

Caso base. n = 1 Com efeito:

S =2 ABC =% aBC =1 abC =% abe.

Hipétese indutiva Sejan > 1 e suponhamos que a®b*c* € L(G7), (Vk)(1 < k < n).
Consideremos a™b™c". Pela hipdtese indutiva, existe uma derivagdao para a™ b 1cnt
digamos, S =* a" 0" 1"t toda derivacdo sequndo G7 € formada por uma aplicacao
da producao p,, sequida de mailtiplas aplicacoes das producoes pa, p3 € py, nessa or-
dem e, finalmente, uma aplicacao de cada uma das producoes ps, pe € p7, nessa or-
dem; assim, podemos decompor a derivacao de a™ o™ 1c" L, fornecida pela hipdtese
indutiva, da sequinta forma:

)

S =* (repeticoes de py — ps — py) @ 2AY" 2B 20

ac ,n—1pn—2 n—2 ac ,n—1pn—1 n—2 ac . n—1pn—1 _n—1
=, @ 0TBTTC =00 a0 IO =g at b
Vamos usar esta derivacdo de a™ o™ 1" para construir uma derivacdo de a™b™c".
Com efeito, conservando a parte que contém as repeticoes da aplica¢do das produgies

P2, P3 € Pg, podemos fazer mais uma iteragao e obter:
S =* (repeticoes de py — ps — py)a" A" 2B AC
= a"tAY T2 B2 C = e a" T AT B 2O = e a"t AT B
= e anb” 1 Bc"IC = a0 —1CC =77 a"b"c".

Isto completa a inducao e termina a prova.

Observacao 2.3.1 FEuxiste uma representacao das gramdticas programadas com. di-
agramas de fluxo que resulta util para planejar as demonstragoes por inducao; a Fig.
2.1 ilustra o diagrama de fluzo da gramdtica do exemplo anterior; essa representacdo
esta baseada na sequencialidade da aplicacao das producoes, imposta pelas fungoes
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—{p1 =8 — ABC |

Figura 2.1: O diagrama de fluxo da gramética G

de sucesso e falha das gramdaticas programadas. Representamos cada produ¢ao por
uma caiza retangular e tracamos uma seta de uma caiza a outra se a sequnda caizra
pertencem ao conjunto sucesso ou falha da primeira; utilizamos uma seta especial,
que nao provém de caiza alguma, para indicar o papel especial do simbolo inicial
da gramdtica. As setas podem ser interpretadas como uma relagao “sucessor” e, se
alguma caiza € sucessor de algum de seus sucessores, fazemos a seta voltar até onde
ela apareceu pela primeira vez. Desse modo, consequimos evitar diagramas potencial-
mente infinitos e capturamos a notacdao usual para processos iterativos dos diagramas
de fluzo. Usamos uma caixa dupla para indicar que a execu¢ao da gramdtica progra-
mada termina nessa caixa. No caso em que a gramdtica possua producgoes aplicdvers
em modo de verificacdo de aparéncia, colocam-se etiquetas “s” e “f” para indicar
se as setas correspondem a valores das funcoes sucesso ou falha, respectivamente;

omitimos as etiquetas se f(p) =0, Vp € P.
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Observacao 2.3.2 Uma pequena modificacdo no exemplo anterior permite obter
uma gramdtica livre de contexto programada G’7 = (G, s, f) para a linguagem L =
{a"b"c” : n > 0}. Consideremos a sequinte gramdtica livre de contexto G-, =
({S,A,C},{a,b,c}, P,S), onde o conjunto de produgoes e o conjunto de etiquetas
sao definidos e associados como seque:

p s(p) | f(p)
p = S— AC {pg,p4} 0
p2 = A—adb| {ps} | 0
ps = C—cC {pg,p4} 0
pa = A—ab | {ps} | 0
ps = C—c 0 0
s = S — A\ 0 0

O diagrama de fluxo da gramatica G- é apresentado na Fig. 2.2. Como se pode
observar, trata-se de uma variagdo do diagrama de fluxo da gramatica G7. Uma
derivacao segundo a gramaética G'7 pode ser formada por uma unica aplicacao da
producao pg, ou entao, por um laco no qual sao aplicadas repetidamente as producoes
P2 € p3, sendo que, a cada aplicacao da producao po, é possivel optar por aplicar a
producao p4 e, neste caso, a derivacao termina com a aplicacao do ps.

(=540

A A

ﬂ[png—uzAb} ﬁ»[m:A—uzb}

(p=C—cC]

Figura 2.2: O diagrama de fluxo da gramética G,

Esta observagao nos mostra que o digrama de fluxo de uma gramética programada
pode nao ser conexo. Essa caracteristica pode ser evitada, no caso da gramatica
programada G;, eliminando-se a producao pg e definindo-se as produgoes ps e ps
comopy,=A—->Xeps=C — A\
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Exemplo 2.3.2 Gramética programada Gg = (G,s, f) para a linguagem
L =A{ww:w € {a,b}"}. Consideremos a sequinte gramdtica livre de contexto pro-
gramada Gg = ({5, A, B},{a,b}, P,S), onde o conjunto de produgies e as fungoes
de sucesso e falha sao definidos como seque:

p s(p) f(p)
p1 = S — AB | {p2,p3,p6.07} | 0
pp = A—aA {pa} 0
ps = A—DA {ps} 0
ps = B —aB {p2>p3,p6,p7} 0
ps = B—bB {p2>p3,p6,p7} 0
pe = A—a {ps} 0
pr = A—b {p9} 0
ps = B—a {p:} 0
py = B—b {p:} 0

Derivacao de bbaabbbaab:

Com efeito:
S :>gf AB :>Z§ bAB :>g§ bAbB :>Z§ bbALB :>Z§ bbALLB :>g§ bba AbbB
:>;j bba Abba B :>;§ bbaaAbbaB :>;2 bbaaAbbaa B :>;§ bbaabbbaa B :>;§ bbaabbbaab.

Vamos analisar o diagrama de fluzo da gramdtica Gg:

a[p1:S—>AB]

A

[pzzfiﬁm} [pngiﬁw (1 ==0] W?Zf“”
[m:BiﬂB} [pszﬂlebB] ﬂpszfeaﬂ Hpng’ebﬂ

Figura 2.3: O diagrama de fluxo da gramatica Gs.

Como fica evidente no diagrama, a “programacao” desta gramdtica faz que
duas copias de uma mesma palavra sejam geradas lado a lado, letra a letra e de es-
querda a direita; Finalmente, quando falta apenas uma letra para terminar a geragao,
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¢ escolhido um entre dois pares de produgoes para gerar a -mesma- ultima letra nas
duas copias da palavra que estiver sendo gerada.

Sequndo a andlise efetuada podemos agora planejar nossa prova por indu¢ao usando
os circuitos do diagrama de fluxo acima para re-utilizar a derivacdo da hipdtese in-
dutiva no passo indutivo.

Vamos provar, por indu¢ao matemdtica, que L(Gg) = {ww : w € {a,b}T}.
Caso base. |w| =1.
Com efeito, sem perda de generalidade podemos supor que w = a:

S =" AB = ¢ aB = aa.

Hipotese indutiva.
Seja |w| > 1 e suponhamos que para toda palavra v € {a,b}™, com |v| < |w|, existe
uma derivacao sequndo a gramdtica Gg para vv, digamos: S =" vv.

Consideremos agora w = ua. Sem perda de generalidade, podemos assumir que
u = za, com x € {a,b}*, pois o caso u = xb € andlogo. Pela hipdtese indutiva,
existe uma derivagao de uu sequndo a gramdtica: S =* uu; do grafo acima sabemos
que esta derivagao deve ter o formato:

S =" zAxB = raxB =’ rara = uu
Construimos agora uma derivacdo para ww, baseada na derivacao para uiw:
S =" rAzB =] vaArB = raAraB = uvAuB =7 uauB = uaua = ww.

Isto completa a inducao e termina a prova.

Exemplo 2.3.3 Gramédtica programada Gy = (G, s, f) para a linguagem L =
{a* : n > 0}. Consideremos a sequinte gramdtica livre de contexto programada
Gy = ({S, A}, {a}, P,5), na qual o conjunto de produgies e as fungioes de sucesso e
falha sao definidos como seque:

p s(p) | f(p)
pp = S—=AA | {pi}| {pe}
pr = A—= S |{p2} | {p1,p3}
p3s = S—a {P3} 0

Derivacao de a*:

S =00 AA =) AA =70 SA =70 S8 =00 S5 =0 AAS =78 AAAA =70 AAAA
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:>g§ ASAA :>g§ ASAS :>g§ ASSS :>;§ SSSS :>g§ SSSS :>g§ aSSS :>g§ aSSa
:>g§ aSaa :>g§ aaaa = a*.

Vejamos o diagrama de fluzo desta gramdtica:

i

T ple—>AA]<—‘

Figura 2.4: O diagrama de fluxo da gramatica Gy.

Sequndo o diagrama de fluxo acima, as derivagoes seqgundo a gramdtica Gg sao de
dois tipos: o primeiro é simplesmente uma derivagao formada por uma aplicacao da
producao ps; no sequndo tipo, cada derivacdo € formada por trés lacos; no primeiro
lagco € aplicada, uma ou mais vezes, a producdo p1, até que a aplicacao da producdo
p1 falhe, isto €, que a producdo p1 seja aplicada em modo de verificacdo de aparéncia;
nesse caso comega o sequndo lago, no qual é aplicada, uma ou mais vezes, a produgao
D2, até que a aplicacao da producao ps falhe, isto €, que a producdo ps seja aplicada
em modo de verificacdo de aparéncia. Nesse caso, comeg¢a o terceiro lagco, no qual é
aplicada uma ou mais vezes, a producao ps.

Vamos provar, por indugdo matemdtica em n, que L(Gy) = {a*" : n > 0}.

Caso Base m = 0.
Com efeito, a producdo ps em modo de verificacao de aparéncia, permite derivar
diretamente a:

0
Ségga:alzaQ.

Hipétese indutiva: Seja n > 0 e suponhamos que a®" € L(Gy), (VE)(0 < k < n).
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Por hipétese indutiva, existe um derivacio de S sequndo G, digamos, S =*
S2"1 . Além disso, podemos obter uma derivacio de “SS” da sequinte forma:

S =0 AA =0 AA =% SA =% 55

Aplicando a hipdtese indutiva a cada uma das duas ocorréncias de S na forma
sentencial a direita:

n—1 n—1 n—1 n—1 n—1 n
SS :>* CL2 CL2 — CL2 +2 — a2x2 _ CL2

Isto completa a inducao e termina a prova.

Observacao 2.3.3 Uma pequena modificacdio do exemplo anterior permite obter
uma gramdtica programada Gy tal que L(Gq) = {a*" : n > 1}. Com efeito, conside-
remos a sequinte gramdtica livre de contexto programada G = ({S, A}, {a}, P, 95),
onde o conjunto de producoes e as funcgoes de sucesso e falha sao definidos como
seque:

P s(p) | _f(p)
p = S — AA {pl} {P2,p3}
pp = A—=S |{p2}| {m}
p3 = A—a {ps} 0
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Teorema 2.3.1 Uma linguagem L € de tipo 0 se e somente se ela for gerada por
uma gramdtica livre de contexto programada com verificacdo de aparéncia, i.e.

RE =P
Prova. A parte “se” é conseqiiéncia da tese de Church.

Para provar a parte “somente se” consideremos uma linguagem L arbitraria ge--
rada pela gramética G = (N, T, P,S). Provaremos que L é gerada, com verifica¢ao
de aparéncia, por uma gramética livre de contexto programada G, = (G, s, f).

Podemos assumir, sem perda de generalidade, que N U T possui m — 1 simbolos,
com m > 3. Vamos codificar as palavras sobre N U T como nimeros, usando uma
notacao similar & notacdo m-ddica descrita na nota 9.1 do livro de Salomaa/?. Em
outras palavras, estamos considerando uma funcao injetora g de N UT' no conjunto

{1,...,m — 1}. Estendemos essa fungao definindo
(z) = 0 o osew = A,
I\E) = Y g(a)m™™ sex=aj...a,.

assim a funcao g assim estendida é uma bijecao entre ¥* e o conjunto dos inteiros
nao-negativos.

Ao simular G, a nossa gramatica programada G, vai trabalhar com os cédigos
das palavras ao invés de com as proprias palavras. Grosso modo isso é feito como
segue. No inicio, G, recebe a palavra A9 onde A é um nao-terminal. Consideremos
um passo

aFEB = aDg, E—D

em uma derivacao segundo G. A entrada de G, sao g(aE () cépias do nao-terminal
especial A; a gramatica G, pode, nao-deterministicamente, separar uma palavra, e,
a seguir, pode examinar uma palavra com g(«) ocorréncias de A, g(F) ocorrén-cias
de B, e g(B) ocorréncias de C. Essa é uma decomposicao possivel; B e C' sao nao-
terminais. Agora GG, pode substituir as g(£) ocorréncias de B por g(D) ocorréncias
de B. Entao as g(a) ocorréncias de A, g(F) ocorréncias de B, e g(f) ocorréncias
de C' sao combinadas para criar g(aDf3). Depois disso G, pode separar novamente
a palavra aDf3, ou entao decodificar as g(aDf3) ocorréncias de A como a palavra
aDp.

O conjunto de producoes de G, estd dividido em vérias partes, denominadas
subrotinas. Usamos diagramas de fluxo para descrever as interconexdes entre as
varias subrotinas. A expressao “saida” num campo “go-to” de uma subrotina indica
que a subrotina seguinte é chamada. Uma seta apontando para uma producao indica
que se ingressa na subrotina por essa producao.
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Em nossas consideragoes, somente importa o nuimero de nao-terminais tais
como A, B, C, mas nao sua ordem. Para evitar repetir isso durante a prova,
introduzimos a notacao

E="D,
o que significa que a subrotina em questao gera, a partir de qualquer palavra, onde
o numero de ocorréncias de cada simbolo (que também ocorre em E) coincide com
aqueles de F, uma palavra em que os nimeros de ocorréncias de cada letra coincide
com aqueles em D. Por exemplo A2B3 =*: ABC significa que qualquer palavra
com dois As e trés Bs gera uma palavra com um A, um B e um C. Ocorréncias de
letras diferentes de A, B ou C permanecem inalteradas.

Para separar e recombinar palavras aplica-se um pouco de aritmética. Primeiro
definimos duas subrotinas aritméticas. Para cada inteiro nao negativo i, denotamos
com [i/m] a parte inteira na divisao de i por m; o resto dessa divisao é denotado
com res(i/m). Portanto

i/m = [i/m] +res(i/m)/m.
Definimos agora a subrotina DIV (A, B):
s(p)  f(p)

— d1 = A — A/ {d2} {dgm}
di = A— X Adi1} {dmyia} i=2,...,m—1
dm = A— A ' {dl} {d2m—1}
dm—l—z’: A— B {de} @ 2:1,,m—1

dom = A — A {dy,} saida
Pode-se verificar que DIV (A, B) satisfaz, para todo inteiro nao-negativo i,
Ai o A[z/m]Bres(z/m)

Note-se que m é o ntmero fixado pela cardinalidade do alfabeto NUT, e que A, B
sdo parametros, ou seja, poderfamos considerar DIV (C, D).

Agora definimos uma outra subrotina aritmética MULT(A, B,C)?

s(p) f(p)

— = A— AA" {e1} {ea}
ea= A" — A {es} {es}

€3 — B — B'C {63} {64}
es= B'— B {es} {ea}

es= A — A {e5} saida

Essa subrotina multiplica quaisquer niimeros inteiros nao negativos i e j fazendo:

A'B) =* A'BICY.
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A seguir listamos algumas subrotinas tteis. Em cada caso, damos o nome, seguido
pela semantica da subrotina e finalmente a descrevemos como uma gramatica pro-
gramada.

ER(A) apaga todas as ocorréncias da letra A. C'H(A) verifica a ocorréncia ou
nao da letra A, sem mudar nada. A subrotina seguinte depende do resultado dessa
verificacdo. G4(A, B) satisfaz, para todo i > 1, A® =* A'B. G(A, B, () satisfaz,
para todo i > 1, A' =* A'B'C'. G3(A) satisfaz, para todo i > 1, A® =* A™.
G4(A, B) troca todas as letras A por B. G5 satisfaz S — # A9,

Nome p stp) | f(p)
ER(A) p=A—A {p1} | saida
CH(A) pp=A—A {p1} | salda
G1(A, B) p3=A— AB {p1} | saida
— p= A— AC {ps} | saida
G2(A7 B, C) ps= A—A {p5} {p6}
ps= A— AB {ps} | salda
— pr= A=A Ds bs
Gis(4) pg= A— A" J{(pﬁ ial’ja
G4(A, B) po=A— B {po} | saida
Gs pro = S — #A9) | saida 0

Gg(A, B) satisfaz, para todas as palavras w, z sobre (N UT), com wz # A,
AIw2) —x p9(w) B9(2)
ela estd baseada na equacgao

g(wz) = g(w)ym + g(2)

que é vélida para quaisquer palavras w e z sobre (N UT); em particular, para uma
letra a € (NUT): g(za) = g(z)m + g(a) isto ¢é, g(w) e g(a) sao, respectivamente,
a parte inteira e o residuo, na divisao de g(wa) por m. Pela esclolha de m e da
definigdo de g, 1 < g(a) < m. Se, ao invés de fazermos isso, tivéssemos escolhido
usar notacao m-adica, existiria a possibilidade de g(a) = m e deveriam que ser feitas
mudangas na equacao da divisdo e na subrotina DIV (A, B)

A subrotina G(A, B) é definida pela Fig. 2.5. Dada A9"), a subrotina separa
u em duas palavras u = wz. Inicialmente z = A. O lago no diagrama de fluxo toma,
sucessivamente, um simbolo da extremidade direita de w e o anexa a z. O bloco
DIV (A, D) recebe uma palavra da forma

A9(wa) gg(=z) pm!*!



2.3, GRAMATICAS PROGRAMADAS 83

A

DIV(A, D)

A

(MULT(D,E, B) |

Y

(ER

ER(E)

=

Gs(E)

Figura 2.5: A subrotina Gg(A, B).

sendo, inicialmente, z = \.

A subrotina DIV (A, D) transforma essa palavra, no sentido da relagdo =",
em: A9 p9(@ Baz) Em'*l () ploco seguinte produz a seguinte igualdade no sentido
da relacao =*:

A9w) Do) ga(z) pmlz| gg(ayml? _ pg(w) pala) pm!*! pa()

depois disso, os Ds sao apagados. A seguir, os E's sao apagados e com isso a subrotina
termina ou entdo volta-se ao bloco DIV (A, D) com a palavra

alz|

A9w) gy(az) pm ’

reiniciando o lago. Note-se que o caminho dirigido de G1(A, F) a ER(E) torna
possivel que @) seja vazia.
A subrotina G7(A, B), definida na Fig. 2.6, produz o efeito inverso ao de Gg4: Para

duas palavras w, z sobre N U T, a subrotina G7(A, B) satisfaz

A9(w) Bolaz) —yx. fo(w2)
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Se nao houver Bs, entao z = \ e saimos sem mudar o expoente de A. Caso ccontrario,
inicia-se o laco que produz Em‘z‘, isto ¢, entra-se no bloco MULT (A, E,C'), com a
palavra A9w) Be(z) pm!*l,

CH(B) S +{ Gy(B, D, E)

b

| MULT(D.E,C) }T CH(D)»>+—

@(A) sim

A A

( ER(E) DIV(D,C)

A A

Y Y

\ Gi(B, A) Ga(E) |——

Figura 2.6: A subrotina G7(A, B).

Depois desse bloco, o niimero de Cs coincide com g(w)m!®l e o ntimero de Bs
coincide com ¢(z). Considerando que os Bs e os C's sao convertidos em As, obtemos,
no total, g(wz) ocorréncias de A.

A subrotina Gg produz o simbolo w a partir da palavra #A9®)  para todo
w € (NUT)*. Nesse caso, estamos considerando a relacdo usual = ao invés de
=*:. Assim, Gy decodifica palavras. O conjunto das producoes de Gg contém as
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produgoes de DIV (A, B), em que cada hi ¢ o campo falha de dy,,, ¢ das seguintes
producoes:

sucesso  falha

— h= B—A {hat  {h3}

hll: B — A {hzl—i-l {h22—1} 222,,771—1

M= BoA 0 ()

hi= A—A m3y B i=1,...,m-1

h?: # — #g71(1) {di} 0 i=1,....m—1

hi= #—g'6) 0 0 i=1,...,m—1

W= # A 0 0

A parte da subrotina Gg formada por DIV (A, B) recebe uma palavra da forma
HQAID) a€ (NUT),w=zay.

e a converte na palavra

#QAg(w)Bg(a)_

A producao {h;} apaga os Bs, mas o seu numero ¢ ¢é retido pelos diferentes campos
falha. A produgao {h3} verifica se existem ou nao As, conservando ainda o niimero
de Bs. Entdao a = g~'(i) ¢ escrito & direita de #. Se ndo houver mais As entdo a
producao {h?‘} apaga também #. Caso contrario aplica-se a producao {h;’} Depois
se volta a entrar no lago, com a palavra

#aQ Ag(ﬂﬂ)7

em que x = x1b para algum b € (N UT). Se, no inicio, x = A, e, conseqiientemente
Gy recebe a palavra # como dado, entdao a seqiiéncia de produgoes dy, day,, hi, hY
produz A. Esse é o tnico caso em que a aplicagao de hi nao tem sucesso.

A 1ltima subrotina Gy satisfaz, para qualquer producao M — R € P, arelacao

BIM) *. g9(R)
Definimos
u=mazx{g(M): M — R € P}

e introduzimos etiquetas t1,t},... ¢} para cada uma das produgoes de P. Para
cada i =1,...,u; seja T'(7) o conjunto (possivelmente vazio) das etiquetas daquelas
produgoes em P com lado esquerdo igual a g~*(4). Seja R;, 7 = 1,...,v o lado direito
da producao com etiqueta t;. A subrotina Gy é formada pelas seguintes produgoes:

sucesso falha

tt= D — BIR) gaida 0 i=1,...,v
— ti= B-—D {z5t 0

2= B— )\ {t2., T(i—1) i=2,...,u

2., = B— A 0 T(u)
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Como o lado esquerdo das produgoes em P ¢ diferente de ), a aplicacao de t? sem-

Gr(4,B) |
-

Gr(4,B) |

Figura 2.7: A gramadtica programada G, = (N, T, P,, S,).

pre tem sucesso; as produgoes t? apagam os Bs, conservam seu ntmero, e depois
re-escrevem o D como uma poténcia de B.

A gramética programada G, = (N, T, P,,S,) estd definida, em termos das sub-
rotinas acima, na Fig. 2.7. O alfabeto de nao-terminais é N = {A, B, C}.

A gramadtica G, inicia sua operagao invocando a subrotina G5. Inicialmente, faz
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S = z; a seguir a subrotina Gg(A, C') recebe como dado uma palavra da forma
i Ag(Z), z 4\

onde S =* z segundo a gramatica G. As duas chamadas a subrotina (GGg produzem,
nao-deteterministicamente, no sentido de da relacao =*:, a palavra

#A9@) pIw) o), z = zwy.

Se w esta no lado direito de alguma producao de G, digamos w — r € P, entao a
subrotina GGg converte a palavra acima na palavra

4 A9@) B9 9y
As duas chamadas a subrotina G; produzem a palavra
#Ag(my) — #Ag(21)

onde z — z; segundo G e conseqiiéntemente S =7 z;. Nesse ponto, se z; contém
pelo menos um nao-terminal, o lago deve ser reiniciado. No caso de z; conter apenas
terminais, entao z; é decodificada pela chamada da subrotina Gfg.

O

Teorema 2.3.2 Toda linguagem L de tipo 0 é imagem homomdrfica de alguma
linguagem em Py..

Prova. Seja L uma linguagem de tipo 0 sobre T'. Pelo teorema 2.3.1 existe uma
gramatica livre de contexto programada (G, s, f) tal que

L = Lu.(G,s, f)

Seja (G4, s1, fi) uma gramatica livre de contexto programada obtida de (G, s, f)
adicionando o novo terminal ¢ e substituindo toda producao A — X\ por A — c.

Seja h o homomorfismo de T'U {c} em T™* definido por

h(a):{ A, sea=c

a, seacT

entao

L = h(L..(G,s, f)).



88 CAPITULO 2. GRAMATICAS COM MECANISMOS DE CONTROLE

Teorema 2.3.3 Cada uma das familias das gramdticas matriciais estd incluida na
familia correspondente das gramdticas programadas, isto €,

MCP, Mae C Py, M C P M. C P,

Prova. Consideramos primeiro as duas primeiras inclusées. Seja G = (N, T, M, S)
uma gramatica matricial sem produgoes-A e /' um subconjunto do conjunto P de to-
das as producoes nas matrizes de G. Vamos definir uma gramatica livre de contexto
programada sem produgoes-A (G, s, f) tal que

LGC(GJ F) - LGC(Glu S, f)
Mais ainda, se F' = (), entao também a imagem de P por f é ().

Introduzimos N7 = {X, : a € T} e consideramos os conjuntos P; igual ao con-
junto de todas as producoes obtidas de P, substituindo por a € T por X, e

P={X,—a:aeT}

Definimos agora a gramadtica livre de contexto e sem produgoes-A: G; = (N U
N, T,PLU P, S).

Para definir as fungoes s, f consideremos a matriz arbitraria
[pl :EIHDlu"'pn:En_)D?%]?nZ 1

no conjunto M; seja H o subconjunto de P; U P, formado pelas primeiras producoes
nas matrizes de M. Definimos as fungoes sucesso e falha:

{pPjt1}, sep=p;;1<j<n,

S(p): HUP27 S€ P = Dn,
b, sep € P.

{pjt1}, sep=p, e F,1<j<n,

@7 sep:pj¢F>1§j<n7
fp) =19 s(pn), sep=p,€F,

0, sep=p, & F.

0, sep € P.

Por construgao Lu.(G, F) = L..(G1,s, f) e, se F = (), entdo a imagem da funcao
falha é (). Isso prova as duas primeiras inclusoes.

Consideramos agora as duas ultimas inclusoes. Nestes casos, a gramatica G =
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(N, T, M, S) é uma gramatica matricial que pode possuir produgoes-A e F' um sub-
conjunto do conjunto P de todas as producoes producoes nas matrizes de GG. Intro-
duzimos dois novos nao-terminais Ny = {S', Y} e um par de novas produgoes:

P ={S = SY,Y — A}

Vamos definir agora G; = (N U Ny, T,P U P,,S'): Para definir as funcoes s, f
consideremos a matriz arbitraria

[plel—>D1,...pn:En—>Dn,],n21

no conjunto M; seja H o subconjunto de P U P, formado pelas primeiras produgoes
nas matrizes de M. Definimos as fungoes sucesso e falha:

{pjr}, sep=p;,1<j<n,
HUPD S€ D = Pn,

W=l sep=5 -8y,
H, sep=Y — A\
{pjt1}, sep=p, e F,1<j<n,
®7 Sep:p]¢F71§j<n7
fp) =1 s(pn), sep=p,€F,
0, sep=p, &F
0, se p € Pp.

Por construgao Lu.(G, F) = L..(G1,s, f) e, se F = (), entdo a imagem da fungao
falha é (). Isso prova as duas tltimas inclusoes.
O

Nesta secao, foram introduzidas as gramaticas programadas, baseadas em
gramaticas tipo i, 0 < ¢ < 3, segundo a hierarquia de Chomsky, e tais que as
producoes que podem ser aplicadas, em cada passo de uma derivacao, dependem da
producao, aplicada no passo anterior, ter sido aplicada no sentido das gramaticas na
hierarquia de Chomsky ou de ter sido aplicada em modo de verificacao de aparéncia.
Essas alternativas sao expressadas definindo, para cada producao, as funcoes de
sucesso e falha que tomam como valores subconjuntos do conjunto das produgoes
da gramatica; em particular, gramaticas programadas com funcao falha constante,
e igual ao conjunto vazio, sao denominadas gramdticas programadas sem verifica¢ao
de aparéncia. Essas fungoes de sucesso e falha constituem o terceiro mecanismo de
controle estudado neste capitulo. Todos esses conceitos foram ilustrados com di-
versos exemplos. Foi definida uma notagao para o caso da gramaticas programadas
baseadas em gramaticas livres de contexto, e foi provado que as gramaticas livres
de contexto programadas identificam a classe das linguagens recursivamente enu-
meraveis; também foi provado que as classes das linguagens geradas pelas gramaticas
livres de contexto matriciais, estao contidas nas classes das linguagens geradas pelas
gramaticas livres de contexto programadas.
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2.4 Gramaticas com Linguagem de Controle

Gramaticas com linguagem de controlel® sao baseadas em graméticas de tipo i,
0 <@ < 3, segundo a hierarquia de Chomsky e possuem, como mecanismo de con-
trole, uma outra linguagem sobre o alfabeto formado pelo conjunto das produgoes
da gramatica, a qual deve pertencer, como palavra, a concatenacao das produgoes
aplicadas durante uma derivacdo. Essa segunda linguagem (gerada por uma outra
gramética de tipo j, 0 < j < 3, segundo a hierarquia de Chomsky) é denomi-
nada linguagem de controle e é o quarto — e ultimo — mecanismo de controle que
estudamos neste capitulo. Outros mecanismos de controle podem ser consultados
nas obras de Salomaal?, e Dassow e Paunl®s . Nesta secio sao definidos os con-
ceitos basicos das graméaticas com linguagem de controle, a nocao de aplicacdo de
producao em modo de verificacao de aparéncia, estudada nas trés secoes anteriores,
é redefinida para o caso das gramaticas com linguagem de controle, é definida uma
notagao para o caso das gramaticas com linguagem de controle regular baseadas em
gramaticas livres de contexto, a nocao de gramatica de tipo i é estendida para tipo
(1,7, k) onde i é o tipo da gramatica controlada, j é o tipo da linguagem de controle,
k = 1 indica que existem producoes a serem aplicadas em modo de verificacao de
aparéncia, e k = 0 indica que nenhuma producao é aplicada em modo de verificacao
de aparéncia. Prova-se, em forma construtiva, que toda linguagem gerada por uma
gramatica matricial, peridédica variante no tempo ou programada com o sem veri-
ficacao de aparéncia pode ser gerada por uma gramatica com linguagem de controle
regular com o sem verificagao de aparéncia. Também é provado, em forma constru-
tiva, que as gramaticas livres de contexto com conjunto de controle regular e com
o sem verificacao de aparéncia podem ser geradas por gramaticas livres de contexto
matriciais, que possuem duas producoes em cada matriz. E provado também que
as gramaticas livres de contexto, matriciais, periddicas variantes no tempo, progra-
madas e com conjunto de controle regular, com verificacao de aparéncia identificam
a classe das linguagens recursivamente enumeraveis.

Definigao 2.4.1 Seja G = (N, T, P,S) uma gramdtica e F C P um subconjunto
das producoes de G. Seja D uma derivacdo sequndo G e u uma palavra sobre P.
Entao diz-se que u € uma palavra de controle para D se e somente se uma unica das
sequintes condicoes for satisfeita:

(i) para algumas formas sentenciais r,s € (N UT)*, D € a derivagio X =*Y,
onde X =rkseY =rDseu=FE— D€ P,

(ii) para algumas formas sentenciais r,s € (NUT)*, D € a derivag¢do que consiste
apenas da palavra w e uw = X ou entdo u = F — D € F' e E nao aparece em
w.
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(#i) para algumas formas sentenciais X, Y, Z, temos que D € a derivagao
X="Y="7,

U = uilg, € uy € uma palavra de controle da derivacao X =*Y e uy € uma
palavra de controle para a derivagcao Y =* Z.

Definigao 2.4.2 Seja C' uma linguagem sobre o alfabeto P. A linguagem gerada
por G, com linguagem de controle C' e com verificacao de aparéncia para produgoes
em F, € definida como:

Loo(G,C,F) ={w e T": eziste uma palavra de controle u € C,¥S =" w}.

Se F' = ) entao também dizemos que a linguagem € gerada com linguagem de controle

C, e a denotamos L(G,C).

A seguintes duas definigoes estendem o conceito de “linguagem de tipo i na
hierarquia de Chomsky” para considerar o caso de linguagens de controle e veri-
ficagao de aparéncia. O “tipo estendido” serd uma terna (i, 7, k) onde o primeiro
componente indica o tipo, na hierarquia de Chomsky, da linguagem que “esta sendo
controlada”, o segundo componente indica o tipo, na hierarquia de Chomsky, da
linguagem de controle e terceiro componente indica se existem producgoes a serem
aplicadas em modo de verificagao de aparéncia.

Definigao 2.4.3 Uma linguagem é de tipo (i,7,1) se e somente se é da forma
Loo(G,C, F) onde G € uma gramdatica de tipo i e C' € uma linguagem de tipo j.

Definigao 2.4.4 Uma linguagem é de tipo (i,7,0) se e somente se é da forma
L(G,C) onde G é uma gramdtica de tipo i e C € uma linguagem de tipo j. No
caso de i = 3, a gramdtica G pode ser linear a esquerda ou a direita.

Notagao 2.4.1 A familia de todas as linguagens de tipo (i, j, k) € denotada como:

L(i,5,k), i,j€{0,1,2,3} e k € {0,1}

Definigao 2.4.5 Linguagens e gramadticas livres de contexto sem produgoes-A sao
denominadas, abreviadamente, como linguagens e gramdticas de tipo 2 — .

1. Uma linguagem € de tipo L(2—N\, j, 1) se e somente se for da forma L..(G, C, F)
onde G € uma gramdtica de tipo 2 — X\ sendo C' uma linguagem de tipo j.
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2. Uma linguagem € de tipo L(2 — X, j,0) se e somente se for da forma L(G,C)
onde G € uma gramdtica de tipo 2 — X\ sendo C' uma linguagem de tipo j.

Exemplo 2.4.1 Gramatica com linguagem de controle regular Gy, = (G, C)
para a linguagem L = {a"b"c" : n > 1}. Consideremos a sequinte gramdtica com
linguagem de controle reqular e sem verificacao de aparéncia:

GIO = ({57 A7 C}? {CL, ba C}J {p17p27p37p47p5}7 S7 {pl(p2p3>np4p5 -n 2 0}7 ®>
com
p=S—ACp,=A — aAb,p3=C — cC,py=A — ab,p;s = C — c.

Derivacao de a’b3c?:
Com efeito:

S :>gf AC :>;§ aAbC :>;§ aAbcC :>;§ aaAbbeC :>g§ aaAbbccC

:>;j aaabbbeeC :>g§ aaabbbcce.

Vamos mostrar, por indu¢io matemdtica, que L(G1) = {a™"c" :n > 1}.

Caso base: n=1
Como antes

ac ac ac
S =0 AC =0 abC = abe.

Hipétese indutiva: Seja n > 1 e suponhamos que (Vk)(1 < k < n),a*bic? e
L(Gho).

Consideremos a™b™c". Pela hipdtese indutiva existe uma derivacao para a™ 1onten—!
digamos S =* a" 10" 1", Como G deriva sequndo palavras regulares sobre o al-
fabeto de suas producdes, entao:

)

S =8¢ AC =85 aAbC' =0 aAbcC - - - =0 a" 2 A" *¢"3C =0¢ a2 A P20
:>ZZ an—lbn—lcn—QC :>g§ an—lbn—lcn—l

Ficando apenas com a primeira parte desta derivagdo (que inclui as repeticoes de po
e p3) podemos obter uma deriva¢ao para a"b™c", do modo sequinte:

S =8¢ AC =45 aAbC' =0 aAbcC - - - =0 a" 2 A" *¢" 3 C =0¢ a2 A0
=ac a” tA 20 =ac avtAY e IO =a¢ a™b e iC =9¢ a"b"c".

A idéia é, simplesmente, fazer mais uma iteracdo das repeticoes de paps.
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Observacgao 2.4.1 Ja que as produgoes aplicadas em uma derivagao sequem uma
expressao reqular, € conveniente, para fins de visualizacao do processo de indu¢ao
matemdtica, considerar um grafo orientado, em que cada aresta € etiquetada pela
transi¢ao correspondente na expressao reqular; considerando que se trata de substi-
tuir o lado esquerdo da producao pelo seu lado direito, optou-se por representar a
producao p = A — B, na forma A/B. A idéia é olhar para esse grafo como se
fosse o automato finito que representa a expressao reqular; reforcamos essa idéia
utilizando a notacao usual de automatos finitos para denotar os estados inicial e
final, querendo significar onde deve comecar e terminar uma derivag¢ao. Veja a Fig.

2.8.

qu p1 = S/AC ‘@m = A/ab ‘C‘“ ps = C/c ‘

p2 = A/aAb py = C/cC

Figura 2.8: O automato finito que aceita py(paps)*paps associado com Giy.

Observacao 2.4.2 Uma pequena modificacdio do exemplo anterior permite obter
uma outra gramdtica com conjunto de controle reqular Gy, tal que L(G',) = {a™b™c" :
n > 1} Com efeito, consideremos a sequinte gramdtica com linguagem de controle
reqular:

G/IO - ({57 Av B7 C}a {aa b> C}a {p17p27p37p47p5}7 57 {pl(p2p3p4)np5p6p7 - n Z 1}7 @)
com
pr=S—ABC,py =A — aA,p3=B — bB,py =C — cC,
ps=A—aps=B—=bp=C—c

Neste caso, as derivagoes sequndo a gramdtica G’lo, sao formadas pela aplicacao
da producao py, sequida por um lago, onde sao aplicadas, as producoes po, P3 € P
nessa ordem e no qual, cada vez que a producdao ps pode ser aplicada, € possivel optar
por aplicar a producao ps e, neste caso, a derivacao termina com a aplicacao das
producoes ps, pe € Pr, nessa ordem.

Exemplo 2.4.2 Gramadtica com linguagem de controle regular Gy; = (G, C)
para a linguagem L = {ww : w € {a,b}"}. Consideremos a gramdtica com
linguagem de controle reqular sem verificacao de aparéncia:

G = ({S, A, B}, {a,b,c}, P, S, {p1(paps|psp7)" (pspolpaps) : n > 0}, 0)
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com

P={p=S—ABps=A—aAps=A—bApy=A—a,ps=A—b,
ps =B —aB,p; =B —bB,ps =B — a,pg = B — b.}

Derivacao de bbaabbbaab: Com efeito:

S =00 AB = bAB =pe bAbB = bbAbB =0 bbAbbB = e bba AbbB
= e bba Abba B = bbaa Abba B = bbaaAbbaa B
:>g§ bbaabbbaa B :>Z§ bbaabbbaab.

Para provar que a gramdtica gera exatamente a linguagem dos palindromos pares
vamos usar nossa representacao grdfica. Neste caso o autéomato finito é mostrado
na Fig. 2.9:

Figura 2.9: Automata finito que aceita pi(paps|pspr)* (pspo|paps) associado com Gy;.

Do automato da Fig 2.9 seque que, antes de aplicar qualquer um dos dois pares
de producoes finais, a gramdtica gera formas sentenciais do tipo: wAwB, onde w €
uma palavra de {a,b}". Daqui a indu¢ao no comprimento de w pode ser planejada
considerando dois casos:

1. w=ua, ou

2. w = ub.

Sem perda de generalidade, podemos considerar apenas o caso (1), pois o caso (2) é
simalar.
Caso base. |w|=1.
Com efeito:
S = AB =" aB = aa.



2.4. GRAMATICAS COM LINGUAGEM DE CONTROLE 95

Hipétese indutiva. Seja |w| > 1 e suponhamos que para toda palavra v € {a,b} ™,
com |v| < |w|, eziste uma deriva¢ao sequndo a gramdtica para vv : S =* vv.
Consideremos agora w = ua. Sem perda de generalidade, podemos assumir que
u = za, com x € {a,b}*, pois o caso u = xb € andlogo. Pela hipdtese indutiva,
existe uma derivacao de uu sequndo a gramdtica: S =* uu; do automato acima
sabemos que esta derivagao deve ter o formato:

S =" Az A :>;j zaxB :>;§ TaTa = Ul

Construimos agora uma deriva¢do para ww, baseada na derivacdao para uu. Com
efeito:

S =*gAzA :>Z§ Ta Az A :>gg raAraA = uAuA =>ZZ waubB :>g§ UaUQ = WW.

Isto completa a inducao e termina a prova.

Exemplo 2.4.3 Gramética com linguagem de controle regular G, = (G, C)
para a linguagem L = {a®" : n > 0}. Consideremos a gramdtica com linguagem
de controle reqular e com verificacdo de aparéncia:

G12 = ({SJ A7 X}7 {(I}, {p17p27p37p47p5}7 S7 (p1p2p§p4)*p5p;7 {p27p4}>

com
p=S—AAp=5S—>Xp3=A—->Sp=A4A—-X,ps=5—a.

. ~ 3
Derivacao de a* :

Com efeito:
S = AA =ps AA =e SA =pe 59
=00 99 =50 AAS =5 AAAA =pe AAAA
=s SAAA =e SSAA =e SOSA =s 5858
=50 5858 =5 AASSS =5 AAAASS =00 AAAAAAS

=0 AAAAAAAA =77 AAAAAAAA =7 SAAAAAAA =7° SSAAAAAA
=0 SSSAAAAA =77 SSSSAAAA =37 SSSSSAAA =77 SSSSSSAA
=7 SSSSSSSA =72 SS55858S =70 SSSSSSSS =7 aSSSSSSS

=7 aaSSSSSS =7 @aaSSSSS = e aqaaSSSS =7e aaaaaSSS

3
:>;§ aaaaaaSS :>g§ aaaaaaaS :>g§ a?.

O automato associado com a gramdtica Gy € apresentado na Fig. 2.10. O que
nos diz esse automato sobre as derivacoes da gramdtica? Em primeiro lugar, que
a derivacio de a = a2 ¢é consequida aplicando, uma unica vez, a producdo ps.
Por outro lado, pode-se notar que, a cada aplicagao da producao p1 no estado qo,
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p3 = A/S

Figura 2.10: Automato finito que aceita (pipepips)*psps.

corres-podem duas aplicagoes da producao ps no estado qz. Essa observagao fornece
a chave para a demonstracdo por inducdo: A derivacdo da palavra a®" pode ser
baseada (decomposta) em duas derivagoes da “metade” dessa palavra, ou seja, em

. ~ n—1 n n—1 n—1
duas derivacoes da palavra a®'~ , uma vez que a*" = a®" .a®" .

Vamos provar, por inducao matemdtica, que a aplicacdo das producoes da gramdtica
acima geram formas sentenciais do tipo S*", com n > 0, do que se conclui que

L(Gy) = {a®" : n > 0}.

Caso base. n=1. (O caso n =0 € trivial e ndo influi no processo indutivo)
Com efeito:

S =0 AA S0 AA 50 AS =0 55 = 57

Hipétese indutiva. Seja n > 1 e suponhamos que para todo k, com 0 < k < n,
temos S?° € L(Ghs).

Com efeito, consideremos S%" = S2"7'+2"71 = §2"71 §2""' " Pely hipdtese indutiva
existe uma derivacio de S¥' ', digamos S =* S2"7N - wusamos essa derivacio de
S2"" para obtermos uma derivacio de S :

S = AAS =+ ASTT =7 57T = 57

Isto completa a inducao e termina a prova.



2.4. GRAMATICAS COM LINGUAGEM DE CONTROLE 97

Prop

osicao 2.4.1 As sequintes inclusoes valem para todo i, 7, k,r, s
L; C L(i,],Fk)
L; C L(ij. k).
L(i,5,0) S L(i,5,1).
L(i 5, k) C L(i,s,k), sej>s
L(i,j, k) C L(r,j,k), sei>r, endo acontecei =2 er = 1.

Na dltima inclusao, considera-se que 3 > 2 — X > 2 > 1 > 0. Mais ainda: para
o sequndo e para o ultimo caso sao vdlidas as sequintes inclussoes estritas: L; C

Le-

)\7].7 k); E(l7j7 k) C E(Q - >\7j7 k)

Prova.

Prova de (2.16): Segundo a hierarquia de Chomsky, toda linguagem de tipo
17, ¢ uma linguagem de tipo r, para i > r.

Prova de (2.15): Segundo a hierarquia de Chomsky, toda linguagem de con-
trole de tipo 4, é uma linguagem de tipo s, para ¢ > s.

Prova de (2.14): Provamos primeiro que £(i,3,0) C £(7,3,1). Com efeito,
seja L € L(1,3,0). Por definigao, existe uma gramatica G = (N, T, P, S), de
tipo 7, e uma expressao regular definindo o conjunto C, tal que L = L(G, C).
Introduzimos um nao-terminal novo W (W & N) e definimos o conjunto F' =
{px = W — A} e temos que L = L(G',C,F), onde G = (N',T,P',S),
N =NU{W}, e P = PUF: aproducio p, se aplica por tltimo, em modo
de verificagao de aparéncia.

Provamos agora L£(i,7,0) C L(i,7,1) com j = 0,1,2. Com efeito, seja L €
L(i,7,0). Por definigao, existe uma gramatica G = (N, T, P, S), de tipo i, e
uma linguagem C sobre o alfabeto P, tal que L = L(G, C). Neste caso, o novo
conjunto de ndo-terminais é definindo como N' = P U {S;, W}, o conjunto de
producoes a serem aplicadas em modo de verificacao de aparéncia é definido
como F' = {py =W — X}, e o novo conjunto de produgdes é definido como
P'=PUFU{py =Sy — SW,py = W — A}, e obtemos L = L(G",C, F),
onde G' = (N',T,P',Sy): primeiro aplica-se a producio py, introduzindo o
nao-terminal W na forma sentencial e ficando, portanto, proibido aplicar, em
modo de verificacao de aparéncia, a producao py até depois de ter aplicado
a producdo p,. A aplicagdo da produgdo p, (no sentido da hierarquia de
Chomsky) nao altera a derivagao da palavra segundo G, pois W ¢ N.

Prova de (2.12): Basta provar £; C £(i,3,0), pois com isso, a afirmativa
é conseqiiéncia de (2.14) e (2.15). Com efeito, Se seja L um linguagem de
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tipo ¢; portanto existe uma gramatica G = (N, T, P, S), de tipo i segundo
a hierarquia de Chomsky, tal que L = L(G). Se P = {p1,...,pn}, entao
definindo C' como o conjunto expressado pela expressao regular (pi|...|p,)*
temos que L = L(G, C).

Prova de (2.13): Consideremos primeiro o caso de uma linguagem L de tipo j,
sobre o alfabeto ¥ = {04,...,0,} que contém a palavra vazia A. Por definigao,
existe uma gramética G = (N, 3, P, S), tipo j, tal que L = L(G). Definimos a
gramatica regular G; = ({So}, X, P1,Sp), onde Sy ¢ N é um novo nao-terminal
e o conjunto de produgoes P; é definido como:

pi = So— 05, 1<i<n
Pn+1 = So—>)\

e obtemos que L = L(G1,Cp,y1), onde C' é a linguagem definida pelo isomor-
fismo ¢(0;) = pi, 1 < i < n;isto mostra que L € £(3,5,0).

Se a linguagem L nao contém a palavra vazia A, definimos o conjunto de
producoes Ps:
Pni1 = So — S
pi = S1—05, 1<i1<n
Pny1 = S1— A

onde Sp,S; € N sao novos nao-terminais, e temos que a gramatica G, =
({S0, 51}, 2, Py, Sp), mostra que L € L(2 — A, 5,0).

Notacao 2.4.2 A sequinte notacao se aplica a familia das linguagens geradas por
gramdticas livres de contexto com linguagens de controle requlares:

L£(2—-)X,3,0)=TR, £(2,3,0) =R

L2=X3,1)=Ru,  L(2,3,1)=R)

Teorema 2.4.1 Toda linguagem gerada por wma gramdtica matricial, periodica
variante no tempo ou programada de tipo i, onde i € {3,2 — \,;2,1,0}, pertence
a familia L(i,3,0). Toda linguagem gerada por wma gramdtica matricial, periddica
variante no tempo ou programada de tipo i, onde i € {3,2 — \,2,1,0}, com veri-
ficagao de aparéncia, pertence a familia L(i,3,1).

Prova. Consideramos primeiro o caso das graméaticas matriciais.
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Seja G = (N, T, M, S) uma gramdtica matricial, P o conjunto de todas as produgoes
que aparecem nas matrizes de M e F' C P um subconjunto das producoes.

Suponhamos que existam k& matrizes em M. Para cada matriz
m; = [pl:El HDlvpn:En_)Drw]?nZl

denotamos
w; =p1...pp € P*

e definimos
C=(wU...Uwg)"

e a gramatica G; = (N, T, P, S). Entao
Loo(G,F) = Loo(Gy,C, F).

Consideramos a seguir o caso das gramaticas peridédicas variantes no tempo.

Seja uma gramética peridédica variante no tempo (G,v) de periodo k, onde G =
(N,T,P,S), e seja F' C P um subconjunto das produgoes de G. Denotamos

Pi=v(j)nP,  1<j<k
e definimos
C=(P .. B) {NUPUPPU...UPPs... P ).

Entao
Loe(G,v, F) = Loo(G,C, F).

Consideramos finalmente o caso das gramaticas programadas.

Seja uma gramatica programada (G, s, f), em que G = (N, T, P, S), “s” e “f” sao
funcoes de P em 2, e seja F' C P um subconjunto das producoes de G. Assumindo
que existam n produgoes p;, 1 < j <n, em P, ie. |P| =n, e definimos

Gi=(NU{Y},T,P,95)
onde
P={pj=FE;—D;:1<j<n}U{g=E;,—a):1<j<n}
e o lado direito das producoes no ultimo conjunto é definido como:

oY) = Y se G' ¢é de tipo 3, 2 ou 0,
| Bdy se G édetipole E; =Xy, D; = [dy.
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Considerando o conjunto P; das produgoes de G, definimos:
31:P1—>2P16flipl—>2pl.

si(p) = e €s@)}U{anpn €s(p)}, sep=pl<j<n
W, sep=q;,1 <j<n.

f():{@7 Sep:pjalgjgna
e (on:on € )Y U{an:pn € f(p))}, sep=g;,1<j<n.

Assim definiu-se uma gramatica programada (Gy, s1, f1) para a qual

Lac(G7 S, f) = Lac(Gla 51, fl)

Definimos agora uma relagao binaria R no conjunto P; das producoes de G1: Sejam
p,q €R,

PRq < q € s1(p) U f1(p).

Seja agora C' a linguagem, sobre o alfabeto P;, que comprende todas as palavras
W=0]...0m, comm=>1eoc;Rojp1,1 <j<m-—1.
Pelo teorema A.1.1 do apéndice A, o conjunto C' é regular, e temos:

Lac(Gb 51, fl) - Lac(Gb C> {917 ) Qn})

Ja que o nao-terminal ¥ nao pode ser eliminado, as producoes ¢; somente podem ser
aplicadas em modo de verificacao de aparéncia. Além disso, na ultima igualdade, o
conjunto {qi, ..., q,} pode ser substituido pelo conjunto vazio se a imagem de f (e
portanto a imagem de f1) for o conjunto vazio. Assim, as ultimas duas igualdades
completam a demonstracao.

O
Teorema 2.4.2 A familia £(0,3,1) € igual a familia Ly das linguagens de tipo 0.

Prova. E conseqiiéncia da inclusao (2.12) da proposicao 2.4.1 e da tese de Church.
O

Teorema 2.4.3 A familia £(1,3,1) € igual a familia L1 das linguagens dependentes
de contexto.

Prova. Se L é uma linguagem dependente de contexto, entao existe uma gramatica
dependente de contexto G = (N, T, P,S) tal que L(G) = L. Neste caso, satisfaz-se
L(G) = L(G, P*,0) e, pelo contetido (2.13) da proposigao 2.4.1, temos que L£; C
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L£(1,3,1). Falta provar que, se G = (N, T, P, S) é uma gramdtica de tipo 1, C' é
uma linguagem regular sobre o alfabeto P e F' C P, entao a linguagem arbitraria:

L=L.(G,CF)

¢é dependente de contexto. A prova é feita em duas etapas: na primeira é eliminada
a verificagao de aparéncia e, na segunda, é eliminada a linguagem de controle.

Sem perda de generalidade, podemos assumir que S — A nao pertence a F. Com
efeito, examinando C, podemos determinar se a palavra vazia A pertence a L ou
nao e, em caso negativo, sabemos que, se L \ {\} é dependente de contexto, entao
L também ¢é dependente de contexto. Por outro lado, se a produgao S — X é apli-
cada, em modo de verificacao de aparéncia, na derivacao de palavras nao vazias,
entao podemos substitui-la por uma outra produgao S — Y, em que Y é um novo
nao-terminal.

Eliminacao da verificacao de aparéncia: Introduzimos uma gramatica de com-
primento crescente GGy, uma linguagem de controle C; e um novo simbolo terminal
b tais que:

(2.17) L(Gy1,Cy) = {bwb : w € L,.(G,C, F)}
O conjunto de nao-terminais de G é
Ny =NU{S,B} U{[a,p]:ae (NUT),pe F}.
O conjunto de terminais de G; ¢é definido como:
Ty =T U{b}.
e o simbolo inicial ¢ S;. O conjunto de produgoes de G é definido como:
P =PU{p1=51— BSB,po =B — b} U (U,(4, U E,UB,)).

em que A,, E, e B, sao definidos a seguir: Consideremos um p = £ — D € F
arbirtrario e suponhamos que £ = zy...x,, r > 1, onde cada z; € (NUT). O
conjunto A, é formado pelas produgoes

[a,p] B — a[B,p], a,€(NUT), o # xy,
[xlap]ﬁ — I [ﬁup]7 ﬁ € (NUT)a\{IQ}v
[$1,p] x26 — I1 [$2,p]ﬂ ﬁ € (NUT)a\{I3}7

Pl e 1B — 21 12,0 e n B B € (NUT),\ {2},
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O conjunto £, é formado pelas produgoes

[, p] B — aB, a,fe(NUT),
Ser #1oua#x,

[y, p] e B — aqa B, a, € (NUT),r > 2,

[y, p s .. .Oér_lB'—> a1y ... o1 B, .Oéi E(NUT),r>2.
O conjunto B, ¢ formado pelas produgoes
Ba — Bla,pl,a € (NUT).
Agora definimos uma substituicao regular sobre os elementos de P:

I sep € P\ F,
o(p) = { pUB,(A)*E, sepéeF.

Agora definimos a linguagem regular de controle:
C,= plU(C)pg'

Vamos agora verificar que a equacao 2.17 é valida. Ja que, em toda derivacao de
palavras de (', a primeira producao aplicada é p;, o que se faz em primeiro lugar é
introduzir os simbolos B que marcam os extremos da palavra; além disso, a definicao
de o torna possivel simular a aplicagao de produgoes p € P, em modo de reescrita ou
em modo de verificagao de aparéncia. Especificamente, para simular a aplicacao de
uma producao em modo de verificacao de aparéncia, comega-se com uma producao
de B,, introduzindo o nao-terminal [, p|; depois se aplicam producoes em A, para
mover o nao-terminal entre colchetes para o extremo direito, de onde pode ser elimi-
nado pela aplicacao de uma producao em E,. Se o lado esquerdo da producao p
aparece como uma palavra da forma sentencial corrente, entao nenhuma producao
em F, pode ser aplicada e, portanto, a derivagao termina sem produzir qualquer
palavra. Finalmente, aplica-se a producao ps para trocar os marcadores B pelos
terminais b.

Eliminacao da linguagem de controle: A linguagem regular C; é aceita por
algum automato finito deterministico, digamos (Q, P1,qo, Qr,d), onde P; é con-
junto de produgoes de Gy. Definimos agora a gramética dependente de contexto
Gy = (Ny, Ty, P3, S3) com conjunto de nao-terminais No = Ny U Q U {Ss}, conjunto
de terminais T, = 77, simbolo inicial Sy e conjunto de produgoes:

P, = {qF —d(qg,p)D:qeQep=FE — D€ P}
U {ga — aq,aqg —qa:qeQ,ae (N;UT)}
U {gb—10b:q€Qr}

U {S — qS1}
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afirmamos agora que
L(Gy) = {bbwb : w € Luo(G,C, F)} ={bu:u € L(Gy,CY)}.

Com efeito, as produgoes no primeiro conjunto da uniao que define P, mantém o
registro da palavra de controle; as produgoes no segundo conjunto procuram uma
posicao, na forma sentencial, para continuar a derivagao; as produgoes no terceiro
conjunto eliminam o estado final do automato, no qual a derivacao de uma palavra

w de Lq.(G, C, F) possa ter terminado segundo alguma palavra de controle de C}.
!

Teorema 2.4.4 A familia £(3,3,1) € igual a familia L3 das linguagens regqulares.

Prova. Vamos provar que uma linguagem arbitraria da familia £(3,3,1) é de tipo
3. Para isso, consideremos uma linguagem

L=L.(G,C,F)
em que G = (N, T, P,S) é linear a direita, C' é uma linguagem regular e F C P. O
caso para gramaticas lineares a esquerda é similar. Vamos construir uma maquina
seqiiéncial generalizada GSM tal que

L =GSM(C).

Assim, pelo teorema A.1.6 do apéndice A, temos que L é de tipo 3. O alfabeto de
estados de GSM é N U {U}, o alfabeto de entrada de GSM é P e o alfabeto de
salda de GSM éT.

Para cada producao
p=A— whB, A,B €N, we T, peP.
de G, existe uma produgao em GSM
(2.18) Ap — wB
e, no caso que p € Fy, GSM também contém as produgoes
(2.19) Dp — D, D e Nu{U}, D # A.
Para cada producao

p=A— w, A€ N, weTr, p € P.



104 CAPITULO 2. GRAMATICAS COM MECANISMOS DE CONTROLE

de G, existe uma producgao em GSM

(2.20) Ap — wU

e, no caso que p € Fy, GSM também contém as produgoes
(2.21) Dp — D, D e Nu{U}, D # A.

Nessas condigoes, ja que o numero de nao-terminais nas derivagoes segundo GG nunca
supera um, entao as palavras de controle tornam desnecessarios os nao-terminais.
A reescrita é simulada pelas produgdes (2.18) e (2.20), ¢ o modo de verificacao de
aparéncia, pelas produgoes (2.19) e (2.21).

O

Teorema 2.4.5 Para i = 0,1,3, cada uma das sequintes familias de linguagens €
wqual a familia L£; de linguagens de tipo i:

1. A familia das linguagens geradas por gramdticas matriciais de tipo 1.

2. A familia das linguagens geradas por gramdticas matriciais de tipo i com ve-
rificacdo de aparéncia.

3. A familia das linguagens geradas por gramdticas periodicas variantes no tempo
de tipo i.

4. A familia das linguagens geradas por gramdticas periddicas variantes no tempo
de tipo i com verificacdo de aparéncia.

5. A familia das linguagens geradas por gramdticas programadas de tipo 1.

6. A familia das linguagens geradas por gramdticas programadas de tipo i com
verificacao de aparéncia.

Prova. E conseqiiéncia dos teoremas 2.4.1-2.4.4.
O

Teorema 2.4.6 Toda linguagem na familia £(2,3,0) = R* é gerada por uma
gramdatica livre de contexto matricial, cujas matrizes consistem, todas, de apenas
duas produgées. Toda linguagem na familia £(2,3,1) = R). é da forma (2.1) de-
serita no teorema 2.2.3 para alguma gramdtica livre de contexto matricial, que sat-
1sfaz as hipdteses do teorema 2.2.3.
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Prova. Consideremos a primeira afirmativa.

Seja L uma linguagem da familia R*, isto é,
L = Lu.(G1,C)

onde G; = (N,T,P,S) é uma gramatica livre de contexto, C' é uma linguagem
regular sobre P. Como C' é uma linguagem regular, ela é aceita por um automato
finito deterministico A = (Q, P, qo, @r,0). Consideremos agora a gramética livre de
contexto matricial

G=(NuQU{Sy},T,M,Sp)

com M definida como segue: Assumindo que P = {p; = E; — D; : 1 < j < k}
entao M possui as matrizes:

[So — S, So — Sqo]
pj =E; — Dj,q— 6(q,p;)] paragqe Q,1<j<k,
lpj =E; — Dj,q — A para ¢ € Q,1 < j <k, tal que §(q,p;) € Qr

Pode-se verificar que essa gramatica matricial gera a linguagem L.
Consideremos agora a segunda afirmativa.

A

Seja L uma linguagem da familia R, isto é,

L = Lac(Gb Ca Fl)

onde Gy = (N, T, P, S) é uma gramatica livre de contexto, C' é uma linguagem regu-
lar sobre P, e F} é um subconjunto do conjunto P das producoes de G;. Portanto, C'
é aceita por um autoémato finito deterministico A = (Q, P, qo, QF, ). Consideremos
agora a gramatica livre de contexto matricial

G=(NUQ,T,M,S)

em que M é definida como segue: Assumindo que P={p=FE; — D, :1<j <k}
entao M possui as matrizes:

lpj = E; — Dj,q — d6(q,pj)] paraqge Q,1<j<k,
pj =E; — Dj,q — A para ¢ € Q,1 < j <k, tal que d(q,p;) € Qr

Pondo F' = F} temos que a gramatica matricial G satisfaz as hipdoteses do teorema
2.2.3. Mais ainda,
L:{U)ET*ZP()SO :>ac* ’UJ}

pois as segundas producoes nas matrizes servem para determinar se a palavra de

controle conduz o automato A do estado inicial g até algum estado em Q.
O
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Exemplo 2.4.4 (Aplicagao do teorema 2.4.6.) A partir da gramdtica livre de
contexto com linguagem de controle reqular com verificacao de aparéncia Gy do ex-
emplo 2.4.3, vamos obter uma gramdtica livre de contexto matricial com verifica¢dao
de aparéncia, na qual cada matriz possui apenas duas produgoes. Usamos o método
do teorema 2.4.6.

Com efeito consideremos a gramdtica livre de contexto com linguagem de controle
reqular com verificacdo de aparéncia G1o do exemplo 2.4.3:

G2 = ({5, A, X}, {a},{p1, 2, p3, 1, P5}, S, (P1P203p1) "D5D5, {P2, Pa})
cujas producoes sao definidas como:
pp=S—AAp,=S—=> X, p3=A—-9p=A— X, ps=95 —a.
a linguagem de controle ¢ definida como:
C = (pip2pspa)"psps
e as producgoes que podem ser aplicadas em modo de verificacdo de aparéncia sao:
F={p=5—-Xp,=A4— X}

Do exemplo 2.4.3 sabemos que C' é aceita pelo automato finito deterministico A =
({qu q1, q2}7 Pv 4o, {q1}, (5)

| Ipi]p2]ps]pa]ps]

Qo || 90 | 92 q1
q2 q2 | Qo
q1 q1

Aplicamos o método do teorema 2.4.6 obtemos GM = (N UQ, T, M, Sy)

1| m; poLs

0| [po=So— So, So— Sq] | € matriz inicial
Li[pp=8S—AA g — ql|d(q,p) =
2([pp=85—X, q0 — q2) | 6(qo, p2) =

3|[ps =9 —a, G — q1] | 9(qo,ps) = p1

4 [p3 =A—S5, qa — Q2] 5(Q2>p3) = D2
5|[pa=A— X, g2 — qol | 0(g2,P4) = Po
6 [ps =5 —aq, q1 — Q1] 5(Q1>p5) = D1

7|lps =5 —a, ¢ — A] | (g, p) € QF




2.4. GRAMATICAS COM LINGUAGEM DE CONTROLE 107

Teorema 2.4.7 Cada uma das familias M2., T2, P2, R, € igual a familia Lo
das linguagens de tipo 0. Consequentemente, toda linguagem de tipo 0 € gerada por
uma gramdtica livre de contexto periodicamente variante no tempo com verificacdo

e aparéncia. Mais ainda, todas as familias . SA0 1qUals.
d M da, tod i M’\,T)‘,P’\,R’\

Prova. As inclusoes

A A DA A A A DA A
M ?T 77) 7gR € Mac?,]:zc?Pac7gRac
sao conseqiiéncia do teorema 2.4.1.
As inclusoes
A A A A A A
R gMagT> € Rachamg,]:zc?

sao conseqiiencia dos teoremas 2.4.6, 2.4.1, 2.2.2 ¢ 2.2.3.

J& que o teorema 2.3.3 garante que M* C P e M2, C P2

., temos, pelas inclusoes
anteriores que

ToM PR e - ML-PL-R)

e finalmente a afirmativa do teorema decorre do teorema 2.3.1.
O

Teorema 2.4.8 Qualquer linguagem gerada por uma gramdtica matricial € gerada
por uma gramdtica livre de contexto matricial, cujas matrizes possuem apenas duas
producoes. Qualquer linguagem gerada por uma gramdtica matricial com verifica¢ao
de aparéncia € gerada por uma gramdtica livre de contexto matricial com verifica¢ao
de aparéncia, cujas matrizes possuem apenas duas producoes.

Prova. E conseqiiencia dos teoremas 2.4.1 e 2.4.6
0

Teorema 2.4.9 Todas as linguagens nas familias To., Mae, Pac, Rae SG0 depen-
dentes de contexto. Portanto, todas as linguagens das familias 7, M, P, R sao
dependentes de contexto.

Prova. E conseqiiéncia dos teoremas 2.4.1 e 2.4.3
OJ

Teorema 2.4.10

esq
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Prova. E conseqiiéncia do teorema 2.1.2 e do teorema A.1.4 do apéndice A,
O

Proposicao 2.4.2
T=M=P=R [ %C:Mac:/])ac:Rac

Todas essas familias estdo contidas propriamente na familia das linguagens depen-
dentes de contexto sem producoes-A. A familia R, € uma “familia abstrata de
linguagens” (AFL, pelo seu nome em inglés: abstract family of languages) que é
fechada em relagao as operacoes de substituicdo e homomorfismo restrito.

Prova. Eliminando as transicoes-A na prova do teorema 2.4.6 obtemos
R CM e Rae C M
Da proposicao 2.2.2 e do teorema 2.4.1 e de R C M, obtemos:
MCTCRCM
Da proposicao 2.2.2 e do teorema 2.3.3 e de R, C M., obtemos:
Mae € Pae € Rae © Mac

obtendo assim a primeira afirmativa. A segunda afirmativa é provada de forma
similar.

O

Nesta secao foram introduzidas as gramaticas com linguagem de controle,
baseadas em gramaticas de tipo ¢, segundo a hierarquia de Chomsky, e que possuem
como mecanismo de controle, uma outra linguagem de tipo j, segundo a hierar-
quia de Chomsky, a qual deve pertencer, como uma palavra, a concatenacao das
produgoes aplicadas numa derivagao. O conceito de aplicacao de producdao em modo
de verificacdo de aparéncia foi redefinido para o caso das gramaticas com linguagem
de controle e foi definida uma notacao para o caso especifico das gramaticas com lin-
guagem de controle regular baseadas em gramaticas livres de contexto. Foi provado
que essa classe e as correspondentes classes das gramaticas matriciais, periodicas
variantes no tempo e programadas identificam a classe das linguagens recursiva-
mente enumeraveis. A maioria das provas é construtiva isto quer dizer que é exibido
um processo para a construcao das gramaticas que provam os resultados do capitulo.
Essas construgoes tém inspirado as provas da se¢ao 3.2 do seguinte capitulo, no qual
provamos a equivaléncia do formalismo proposto nesta tese com os quatro formalis-
mos gramaticais estudados neste capitulo.
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2.5 Verificacao de aparéncia e decidibilidade

Vamos formular alguns problemas de decisao que mostram a importancia do conceito
de verificacao de aparéncia na teoria das linguagens formais. A terminologia e os
resultados desta secao, enunciados sem demosntracao, foram extraidos da obra de
Dassow!?.

Definigao 2.5.1 (Problemas de decisao) Seja G uma familia de gramdticas.

1. Problema de pertinéncia: Dados G = (N, T,P,S) € G, e w € T*, deter-
minar se w € L(G).

2. Problema de equivaléncia: Dadas G1,Gy € G, determinar se L(Gy) =
L(Gs).

3. Problema de inclusao: Dadas G1,Gy € G, determinar se L(G1) C L(G3).
4. Problema de vacuidade: Dada G € G, determinar se L(G) = 0.

5. Problema de finitude: Dada G € G, determinar se L(G) € finita.

Teorema 2.5.1 O problema de vacuidade e o problema de finitude nao sao de-
cidiveis para gramdticas livres de contexto matriciais com verificacdo de aparéncia.

Teorema 2.5.2 O problema de vacuidade € decidivel para gramdticas livres de con-
texto matriciais arbitrdrias sem verificacdo de aparéncia.

Teorema 2.5.3 O problema de pertinéncia é N P-completo para gramdticas livres
de contexto matriciais sem produgoes-\ e com verificacdo de aparéncia.

Teorema 2.5.4 Nao é decidivel o problema de determinar se uma gramdtica ma-
tricial, sem produ-coes-\ e com verificagao de aparéncia, gera uma linguagem livre
de contexto.
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2.6 Resumo

Neste resumo vamos indicar as modificagoes e acréscimos que fizemos ao texto origi-
nal de Salomaal?. O final da prova do teorema 2.2.1 foi re-escrito para esclarecer
como se fazem as derivacoes; as provas dos teorema 2.2.3 e 2.4.3, foram reorganizadas
no sentido de colocar os argumentos numa ordem seqiiéncial; em particular na prova
do teorema 2.2.3 foram repetidas algumas construgoes (feitas no original apenas para
dois dos quatro casos a serem considerados), seguindo indicagbes no texto original
da prova. Além disso, incluimos alguns exemplos e demonstracoes de nossa autoria;
a seguir apresentamos uma lista e uma breve descricao dos mesmos:

1. No exemplo 2.1.4 sobre uma gramatica matricial com derivacoes mais a es-
querda que gera a linguagem L = {a*" : n > 0}, inclufmos a arvore de
derivacao para varias palavras mostrando as derivacoes mais a esquerda nessas
arvores; analisando essas arvores de derivagao, planejamos uma demonstragao
por indugao matematica para provar que as derivagoes mais a esquerda geram
as palavras da linguagem e incluimos essa prova no final do exemplo.

2. O exemplo 2.2.1 foi desenvolvido para ilustrar o método usado na prova do
teorema 2.2.1, no qual se prova que toda linguagem é variante no tempo de
tipo 3, mas a funcao de variagao pode nao ser computavel.

3. O exemplo 2.2.4 foi desenvolvido para ilustrar o método usado na prova do
teorema 2.2.3, no qual uma gramatica matricial, com duas produgoes em cada
matriz, é transformada numa gramatica periodicamente variante no tempo.

4. Na observacao 2.3.2 fazemos uma pequena modificacao do exemplo 2.3.1 para
obter uma gramatica programada que gera a linguagem gerada pela gramatica
do exemplo 2.3.1 e também a palavra vazia.

5. Na observagao 2.4.1 introduzimos o automato finito com alfabeto de entrada
igual ao conjunto de producoes da gramaética com linguagem de controle reg-
ular; esse automato finito é usado para planejar provas por indugao nesse
exemplo e nos seguintes.

6. No exemplo 2.4.4 usamos o método da prova do teorema 2.4.6 para obter uma
gramatica matricial, com duas produgoes em cada matriz, a partir de uma
gramatica com linguagem de controle regular; a gramdtica matricial assim
obtida é a mesma que foi usada no exemplo 2.2.4.

As técnicas de demonstragao introduzidas neste capitulo serao usadas no proximo
capitulo para demonstrar que o formalismo proposto das gramdticas livres de con-
texto adaptativas é equivalente aos quatro formalismos gramaticas estudados neste
capitulo e, portanto, possui poder de maquina de Turing.



Capitulo 3

Gramaticas livres de contexto
adaptativas

Neste capitulo, apresentamos uma proposta de dispositivo gramatical que identi-
fica a classe das linguagens recursivamente enumeraveis. Para tanto recordamos
primeiramente o conceito de gramatica adaptativalll e, a seguir, introduzimos uma
especializacao, baseada apenas no formalismo das producaes livres de contexto adap-
tativas com verificacao de aparéncia, que possui poder computacional de maquina
de Turing. A prova desta afirmativa se apdia na equivaléncia entre o formalismo pro-
posto e o das gramaticas livres de contexto com mecanismos de controle e verificagao
de aparéncia, apresentadas no capitulo 2. As provas sao construtivas, e podem ser
usadas para traduzir exemplos de gramaticas livres de contexto com mecanismos de
controle e verificacao de aparéncia para graméticas livres de contexto adaptativas
com verificagao de aparéncia. Fazemos tais tradugoes na parte final da segao 3.2.

Esta apresentagao das gramaticas adaptativas incorpora uma extensa simpli-
ficacao da notagao original. Para apresentar uma idéia das simplificacoes realizadas,
mostramos na primeira secao deste capitulo uma resenha das gramaticas adapta-
tivas como definidas originalmente e, a seguir, definimos o novo formalismo. Para
uma descricao detalhada das graméticas adaptativas e suas propriedades remetemos
o leitor ao trabalho original de Iwaill,

Os resultados provados na secao 3.2 podem ser resumidos no seguinte enunci-
ado: as gramdticas livres de contexto adaptativas com verificagao de aparéncia geram
a classe das linguagens recursivamente enumerdveis. Mais ainda, basta usar fungoes
adaptativas posteriorest sem geradores mem varidveis, mem acoes elementares de
consulta, nem acoes adaptativas inicial nem final; adicionalmente, o unico parametro
requertdo € uma producao, sendo que esse parametro pode ser eliminando sobrecarre-

Twail!l provou que gramaticas adaptativas podem usar apenas funcoes adaptativas posteriores

111
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gando a notacao das producoes de uma forma compativel com a notagao utilizada
em Netol® e TwailV.

3.1 Gramaticas Adaptativas

Graméticas adaptativas sao dispositivos graméticais dinamicos?” | isto é, que podem
mudar sua configuracao em tempo de utilizacao significando que a derivacao de uma
palavra gerada pela gramatica adaptativa pode ser interpretada como uma trajetéria
que percorre diferentes gramaticas.

Na sua especificacdo originalll, as gramaticas adaptativas podiam, ao realizar
uma derivacao, incorporar novos simbolos nao-terminais, assim como criar ou apagar
producoes; mais ainda, podiam incluir producoes dependentes de contexto na sua
definicao. Era permitido definir variaveis sem tipo para armazenar nomes de nao-
terminais, terminais e geradores (apontadores a varidaveis que podiam ser usados
para “gerar dinamicamente” novos valores de nao-terminais ou produgoes). Mais
ainda, o conjunto de producgoes podia ser pesquisado especificando um padrao de
busca, e o resultado da pesquisa era um conjunto de producoes que satisfaziam tal
padrao de busca.

A seguir vamos apresentar um resumo destas e outras carateristicas; terminare-
mos esta secao apresentando um exemplo, extraido de Iwail'l.

Seja G = (N, T, P,S) uma gramatica livre de contexto. Consideremos adi-
cionalmente: um alfabeto de simbolos de contexto C', um conjunto de produgoes D
aplicaveis a formas sentenciais com dependéncias de contexto e um conjunto A de
“funcoes adaptativas”; estas permitem incluir ou eliminar producoes nos conjuntos P
e D. Associamos funcoes adaptativas as produgoes de modo que seja possivel incluir
ou eliminar producoes durante a derivacao de uma palavra, definindo uma relagao
binéria R sobre o produto cartesiano (PUD) x A. Define-se a tripla (G, A, R) como
sendo uma gramatica adaptativa, cujo conjunto inicial de produgoes ¢ P U D. As
fungoes adaptativas associadas as producoes especificam quais producoes devem ser
retiradas da gramatica ou adicionadas a ela em cada passo da derivacao de palavras
de T* pela gramética adaptativa (G, A, R). Vamos formalizar esses conceitos:

Definicao 3.1.1 Gramatica Adaptativa. Uma gramdtica adaptativa € uma tripla
G = (G A, R onde

1. G = (N°, T, P° C° D S) ¢ uma “gramdtica inicial” tal que

1.1 N° € um conjunto finito de simbolos nao-terminais,

1.2 T € um conjunto finito de simbolos terminais, tal que N°NT =0,
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1.8 P° € um conjunto finito de producoes livres de contexto, relativas aos
nao-terminais do conjunto N° e aos terminais do conjunto T,

1.4 C° é um conjunto finito de simbolos de contexto,
1.5 N°, T e C° sao disjuntos dois a dois,

1.6 D° € um conjunto finito de producdes dependentes de contexto relativas
aos nao-terminais do conjunto (N°UCP) e aos terminais do conjunto T,

1.7 S € N € o simbolo inicial.
2. A € um conjunto finito de fungoes adaptativas (veja defini¢ao 3.1.8)

3. R° é uma relacio bindria sobre o produto cartesiano (P°U DY) x A.

Definicao 3.1.2 Producgoes. Na defini¢cio dos conjuntos de producoes P e D uti-
lizaremos um indice superior ¢ que indica o numero de alteracoes ja realizadas pela
gramdtica adaptativa desde o inicio do processamento corrente.

No conjunto das producoes das gramdticas adaptativas hd dois tipos de producoes
livres de contexto, pertencendo ao conjunto P*, com i € N

Tipo 1. Producoes da forma:
A— {Ala
onde v € (NUT)*, A€ N, e A é uma agdo adaptativa opcional.

Tipo 2. Producoes da forma:
A— ¢

onde ¢ é um meta-simbolo que indica o conjunto vazio; regras desse tipo sao usa--
das para o caso de existirem regras que referenciem nao-terminais que deverao ser
dinamicamente definidos, pela aplicacao de acdes adaptativas.

Adicionalmente, hd as producdes dependentes de contexto do conjunto D, comi € N

Tipo 3. Possuem um dos formatos sequintes: Sendo A,B € N e A uma acao
adaptativa opcional,

aA— {A}SB, comaec CU{N},peC

Neste caso, a seta para esquerda indica que o [ estd sendo injetado na cadeia de
entrada.

aA — {A}BB, coma e C,B e (TU{\}*

Neste caso, aA esta sendo substituido por BB enquanto a cadeia 3 € gerada como
saida.
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Definicao 3.1.3 Geradores. Sdo “apontadores a varidveis” automaticamente pre-
enchidos ao inicio da execucdo da funcao adaptativa, com valores que nao se repetem,
preservando este valor apenas até o final da execucdo da funcdo.

Nas duas definicoes a seguir vamos considerar que p é um padrao de busca que
corresponde a um dos trés tipos de producgoes descritos na definicao 3.1.2, e pode
referenciar variaveis ainda nao preenchidas.

Definicao 3.1.4 Acgao elementar de consulta.

?[p]
Consulta a existéncia de regras que correspondem ao padrao p. Se existirem as
regras correspondentes, entao preenche toda varidvel que apareca mno padrao p com
os valores correspondentes nas regras encontradas.

Definicao 3.1.5 Acgao elementar de remocao.

— [p]
Consulta a existéncia de regras que correspondem ao formato indicado para exclusdo
e, se existirem as regras correspondentes, entao as remove; caso contrdrio, nada
ocorre.

Definicao 3.1.6 Acgao elementar de insergao.

+[p]
onde p € uma producdo de um dos trés tipos de producoes descritos na defini¢ao
3.1.2, que pode referenciar varidveis preenchidas e geradores; essa ac¢do inclui no
conjunto de regras da gramdtica adaptativa a regra p. A inser¢ao de uma regra jd
existente € indcua. A insercao de regras que referenciam varidveis indefinidas é
mocua.

Definicao 3.1.7 Variavel para fungoes adaptativas. Varidveis sao simbolos
que dao nome a elementos cujos valores sao desconhecidos no momento da chamada
da funcao adaptativa, mas que devem ser preenchidos, como efeito da execugao de
acoes adaptativas elementares durante sua execucao.
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Definigao 3.1.8 O formato geral de uma funcdao adaptativa é o sequinte:

Nome(lista de parametros formais)
{lista de varidveis, lista de geradores:
acao adaptativa opcional inicial

acao elementar 1

acao elementar 2

acao elementar n
acao adaptativa opcional final

}

Faremos a definicao da aplicacao de uma producao considerando, primeiro, as produ-
¢oes de tipo 1, 2 ou 3 sem levar em conta a funcao adaptativa opcional e, depois,
explicaremos a aplicacao de producoes que incluem funcgoes adaptativas.

Definicao 3.1.9 Derivacao de um passo. A definicao da relagdo =i envolve
duas cadeias de simbolos. A sequnda é gerada a partir da primeira pela aplicacao
de uma unica regra de producdo pertencente a gramdtica G. Temos quatro casos a
considerar:

1. Sep=A—pBe€P ecacT eye (NUT)" entio dizemos que aAy deriva
diretamente a8y na gramdtica G* e denotamos
aAy =g afy.
Este tipo de derivacao € chamada de “derivacao interna”.

2. 8ep=A—¢peP ecacT eye (NUT) e sendio houwver outra producao
aplicavel entao dizemos que oA~y ndao deriva nenhuma sentenca (nem sequer
a cadeia vazia) na gramdtica G* e denotamos

QA =gi ¢.

3. Sep=aA«— B e D" ondea € C*, 3 € C eA B € N e, além disso,
yE€T* ed € (NUT)* entao dizemos que yaAd deriva diretamente v3Bd na
gramdtica G* e denotamos

Y Ad =i VB BI.

4. Sep=aA — BB e D" ondea € C, 3€T*eA B € N e, além disso,
yE€T* ed € (NUT)* entao dizemos que yaAd deriva diretamente v3Bd na
gramdtica G* e denotamos

Y Ad =i YO BI.
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Qualquer um destes quatro quatro casos € denominado uma “aplicacdo da producdo
p no ambiente da gramdtica” G;.

Definicao 3.1.10 Derivacao Adaptativa de um passo. A aplicacdo de uma
producao adaptativa (producao de tipo 3) da forma p = aA «— {A}BB € D' ou
p = aA — {A}BB € D' é chamada “derivacio adaptativa de um passo”. Uma
derivacao adaptativa de um passo € representada na forma

wi =g {A it

com w; = yaAd, wiy1 = YBBO e tem o sequinte significado: primeiramente, executa-
se a acdo adaptativa A, que gera a gramdtica G*™; a sequir aplica-se a regra de
producao p' = aA «— B € D' oup = aA — BB € D que atua no ambiente da
gramdtica G*, e, finalmente € feita a migragdo para a gramdtica G, descartando-se
a gramdtica G°.

Definigao 3.1.11 Derivagao. Seja G = (G° A, R®) uma gramdtica adaptativa.
Uma deriwagao de uma palavra w € T* sequndo G € uma Sequéncia finita de
derivacoes de um passo de G tal que

i. O lado esquerdo da primeira derivacao de um passo € o simbolo inicial de G,
1. O lado direito da ultima derivacao de um passo € w,

1. O lado direito de cada uma das outras derivacoes de um passo € igual ao lado
esquerdo da sequinte.

Esquematicamente:

S =G0 W1 =gl Wy =g2 W3.. Wp—1 =gn Wy = W.
Definicao 3.1.12 A relagao =, € o fecho reflexivo transitivo da relagdo =>gi.
Definigao 3.1.13 Linguagem. Seja G = (G° A, R°) uma gramdtica adaptativa.
A linguagem L(G) aceita por G é:

LG)={weT":S=w}

Exemplo 3.1.1 Gramdtica adaptativa G = (G° A, R’) para a linguagem
L = {a"b"c" : n > 0}. Consideremos a gramdtica adaptativa G = (G° A, R°), com:

G° = (N,T,P,C, D, S)
NO = {SaE7A7Al>BaBl>O701}
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T ={a,b,c}
o=
D=0
A ={A B}
RO = {(A — {A(A, Al, Bl, Cl)}CLAl,.A(A, Al, Bl, Cl)), (A — {B(Bl, Cl)}A,B(Bl, Cl))}
:{ p?:SHEC, ngE%AB, pg:AH{A(A,Al,Bl,C’l)}aAl,
pg = A — {B(Bi1,C1)}, pg =B — By, pg =C — (y,
0:A1_>¢7 pg:Bl—>¢7 p8:CI_>¢}7
com A definido como especificado a sequir:
A(t,z,y, z) = {u*, v, w* : B(z,y)={
— [t = {A(t,z,y,2) az],  —[t = {B(y,2)}\, +[t—az], | +[z— A
+ [z — {A(z,u,v,w)}tau], +[z— {Bv,w)}N], +[y—b], | +[y— A
+ [z — ], +[u— 4], +v—9¢], |}
;r[w — ¢

Derivacao de aaabbbccc:
S =q0 EC =0 ABC =¢o0 {A(A, Ay, By, C1)}aA1BC
= {A(A1, Ag, By, Cs) YaaAs BC =2 { A(As, As, B3, C3) }aaa A3 BC
=g {B(By4, Cy) }aaaA\BC =¢1 aaaB,C = g1 aaabByC =1 aaabbBsC
=1 aaabbbB,C = ¢4 aaabbbAC' = g1 aaabbbC = ca aaabbbeCly
=1 aaabbbecCs = qa aaabbbeecCy =g+ aaabbbecc .

Observacao 3.1.1 A gramdtica G* possui 32 producoes e 16 nao-terminais. Pode-
se observar que a nota¢ao =gi {A()} indica a fungdo adaptativa mas nao a produgao
aplicada; na se¢do sequinte modificaremos esta notacao para indicar a producdo e
a funcao adaptativa aplicadas. Anotamos a sequir os conjuntos das produgoes das
gramdticas intermedidrias para podermos indicar quais producoes foram aplicadas
em cada passo da derivagao anterior.

Pl = (P°\{p},p§)U{ps=A—aAi} U

{ plo = A1 — A(A1, Az, By, Cr)aA,, pi = A1 — B(B2, Co)A, piy = Bi — bBy,
p%3201—>002, p%4:A2_)¢7 p%{,:BQ_)qbv
piﬁ =Cy — ¢ }

PQZ(Pl\{p%m ph})U {p%OZAl_)aAﬂU

{ P%? = Ay — A(A2, As, B, 03)@437 p%s = Ay — 5(33, 03)>\7 p%g = By — bBs,

p%O = 02 - 0037 p%l = A3 - ¢7 p§2 = B3 - ¢7

p§3203—>¢}



118 CAPITULO 3. GRAMATICAS LIVRES DE CONTEXTO ADAPTATIVAS

PP=(P*\{pl pis } ) U { pir =42 — ads U

{ P34 = As — A(As, Ay, By, Ch)aAy, pis = As — B(By, Cy)), pig = Bs — bBy,
p§7 = (U3 — cCy, p%s = Ay — ¢, pgg = By — ¢,
pgo =Ci— ¢ }

Pt =pP3 U {p§1:B4_))‘7 p§2:C4_))\}

As produgoes aplicadas foram:

0o .0 ,.,0 1 2 3 0 1 2 3 4 0 1 2 3 4
P15 P2, P35 P10) P175 P25 Psy P125 P195 Pogyr P315 Py P13y Pags Pary P3a-
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3.2 Gramaticas Livres de Contexto Adaptativas

Nesta secao vamos apresentar as gramaticas livres de contexto adaptativas como dis-
positivos que identificam a classe das linguagens recursivamente enumeraveis. Esse
formalismo é baseado em gramaticas livres de contexto, e este dispositivo especializa
as gramaticas adaptativas estudadas na secao anterior.

Depois de definir a notagao necessaria, enunciamos e provamos a equivaléncia
das gramaticas livres de contexto adaptativas com as gramaticas periodicamente
variantes no tempo com verificacao de aparéncia (vide se¢ao 2.4); a prova é feita em
duas etapas: na primeira etapa mostramos como construir uma funcao adaptativa
que fornece controle sobre gramaticas livres de contexto, e que permite simular o
funcionamento das gramaéticas periodicamente variantes no tempo sem verificagao
de aparéncia. Na segunda etapa fazemos as consideracos necessarias para levar em
conta o caso geral, que inclui a verificacao de aparéncia.

Finalmente, o método empregado na prova desta equivaléncia é utilizado como
mecanismo de traducao dos exemplos das gramaticas periodicamente variantes no
tempo com verificagdo de aparéncia para gramaticas livres de contexto adaptati-
vas com verificacdo de aparéncia, representando em nosso formalismo as versoes
correspondentes aos exemplos apresentados na secao 2.4.

Definicao 3.2.1 Agoes Adaptativas elementares de producoes livres de
contexto. Seja G = (N, T, P,S) uma gramdtica livre de contexto. Definimos duas
fungoes, que denominaremos como as “ac¢oes adaptativas elementares” de “insercao
de producoes livres de contexto”

+: P x2F = oF
e de “remocao de producoes livres de contexto”
—:Px2F = 2of

pelas sequintes regras:

(o sepeqQ,
Q) = { QU{p). sepgQ.  (VQ)Qe2P).

_ _J Q\{p}, sepeq,
<p’Q)‘{Q sep g Q,  (VQ)(Q €2").

A idéia é que o resultado da aplicagio de (o valor de) uma agdo elementar de
insercao ou remog¢ao em uma produg¢ao da gramdtica venha a ser o novo conjunto
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de producgoes da gramdtica livre de contexto adaptativa; isto €, depois de aplicar a
acao adaptativa elementar de insercao a producao livre de contexto p no conjunto de
produgoes P da gramdtica G = (N, T, P, S) (ao qual p pode ndo pertencer) obtemos
a nova gramdatica G = (N,T,+(p, P),S) e, depois de aplicar a a¢ao adaptativa
elementar de remocao a producao livre de contexto p no conjunto de producoes P
da gramatica G = (N, T, P,S) (ao qual p pode pertencer) obtemos a nova gramdtica
G = (N,T,—(p, P),S). Assim, as a¢oes adaptativas elementares de produgoes livres
de contexto, agem sempre sobre o “conjunto de producgoes corrente” da gramdtica.

Notagao 3.2.1 Acoes Adaptativas elementares de producoes livres de con-
texto. Para manter compatibilidade com a notacio dos autématos adaptativos,
usaremos colchetes em lugar de parénteses na notacao das acoes adaptativas ele-
mentares. Além disso, para salientar o fato de que as acgoes elementares tratam
indistintamente qualquer valor de seu sequndo parametro em sua definicdo, simples-
mente omitiremos esse sequndo parametro (o conjunto de produgodes corrente, que
fica subentendido). Assim poderemos escrever +[A — aAl], —[S — ABC], etc.

A definicao das funcgoes adaptativas que acompanham uma gramatica livre de
contexto adaptativa pode ser feita de duas formas:

1. Uma unica funcao adaptativa, que é uma funcao parcial do conjunto de partes
das produgoes da gramaética livre de contexto subjacente nele proprio,

2. Uma familia de funcoes adaptativas, cada uma das quais é uma funcao total

em algum subconjunto de producoes.

Observacao 3.2.1 Pode-se passar da primeira a sequnda forma ao agrupar as
producoes que sao mapeadas para os mesmos valores sequndo esta func¢do parcial.

Vamos introduzir as funcoes adaptativas na primeira forma, restando a segunda
forma para ser ilustrada através de exemplos, mais adiante.

Definigao 3.2.2 Fungao Adaptativa de producoes livres de contexto. Seja
G = (N,T,P,S) uma gramdtica livre de contexto. Uma funcao adaptativa de
producoes livres de contexto de G

A:Px2F - oFf

¢ uma regra de transformacgao do conjunto de produgoes da gramdtica livre de con-
texto G. A transformacao € especificada usando-se uma quantidade finita de acdes
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adaptativas elementares aae; de producoes livres de contexto, associadas a producoes
p; especificas,

Alp, Q) = {aaeilp;] : 1 < i < nj, (p,Q) € Px2",

tal que qualquer aplicacao de acao elementar de remocao precede a todas as aplicacoes
de agoes elementares de insercao; o valor da funcdo adaptativa é calculado sequndo
as sequintes regras:

Qo =Q
Q; = aae;(pi, Qi—1), (Vi)(1 <i < n)
Alp, Q) = Qn, (VQ)(Q € 27)

Notagao 3.2.2 A Func¢ao Adaptativa de produgoes livres de contexto opera sobre o
“conjunto de produgoes corrente” da gramdtica; dessa forma, o sequndo parametro
¢ omitido; enfatizaremos isto omitindo o sequndo parametro da notagao e escrevere-
mos, simplesmente, A(p).

Definigao 3.2.3 Producao livre de contexto adaptativa. Consideremos uma
gramdtica livre de contexto G = (N, T, P, S), uma fun¢ao adaptativa A das produgoes
livres de contexto de G e uma produ¢iop=L — Re€ P, L€ N, Re (NUT)*. A
producao livre de contexto adaptativa associada a p é:

] =L —{AQ}R,

cuja semantica €:

1. Aplica-se a producao livre de contexto p,

2. Aplica-se a funcao adaptativa A na produgao p: A(p)

O conjunto de todas as produgoes livres de contexto adaptativas associadas a gramdtica

G é[P).

Estendemos agora a definigao 3.2.1 para incluir as produgoes adaptativas livres de
contexto.

Definicao 3.2.4 Agoes Adaptativas elementares de producoes livres de
contexto adaptativas. Seja G = (N, T, P,S) uma gramdtica livre de contexto
e A uma func¢ao adaptativa das producoes livres de contexto de G. Definimos duas
fungoes que denominaremos “acoes adaptativas elementares” de “inser¢ao”

+ : [P] x 21 — 2Pl
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e de “remocao”
—: [P] x 2P} — 2lF],

pelas sequintes regras:

S
¢ [Ql, (v@)((@] € 217).

Q] se [p] € [Q]; (VQN([Q] € 277).

Depois de aplicar a acao adaptativa elementar de insercao a producdao adaptativa
livre de contexto [p] do conjunto de producdes adaptativas [P] associadas d gramdtica
G = (N,T,P,S) (ao qual [p] pode nao pertencer) obtemos a nova gramdtica G =
(N, T,+(p, P),S) com conjunto de produg¢des livres de contezto adaptativas [+(p, P)]
e, depois de aplicar a acao adaptativa elementar de remocdo a producao adapta-
tiva livre de contexto [p| no conjunto de produgées adaptativas [P] da gramdtica
G = (N,T,P,S) (ao qual [p| pode pertencer) obtemos a nova gramdtica G =
(N, T, —(p, P),S) com conjunto de produgdes livres de contexto adaptativas [—(p, P)].
Assim, as acdes adaptativas elementares de producoes adaptativas livres de contexto,
agem sempre sobre o “conjunto corrente” de producoes adaptativas associadas a
gramdatica. G.

Notagao 3.2.3 Acoes Adaptativas elementares de producoes livres de con-
texto adaptativas. Novamente, para manter compatibilidade com Netol”, us-
aremos colchetes em lugar de parénteses na notacao das acoes adaptativas ele-
mentares. Além disso, para salientar o fato de que as acgoes elementares tratam
indistintamente qualquer valor de seu sequndo parametro em sua defini¢ao, sim-
plesmente omitiremos esse sequndo parametro (que fica subentendido). Assim se
p1 = A — aA, po = S — ABC entao escrevereremos +[[p1]] = +[A — {A}aA],
—llp2]] = =[S — {A}ABC], etc. Daqui em diante nos referiremos das agoes adap-
tativas elementares de producoes livres de contexto adaptativas simplesmente como
“acoes adaptativas elementares”.

Definigao 3.2.5 Funcao Adaptativa. Seja G = (N, T, P, S) uma gramdtica livre
de contexto. Uma funcao adaptativa de producgoes livres de contexto adaptativas de
G

A [P] x 21 — o],

¢ uma regra de transformacdao do conjunto de producgoes livres de contexto adap-
tativas associadas a gramdtica G. A transformacdao € especificada usando-se uma
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quantidade finita de acoes adaptativas elementares aae;, aplicadas em produgoes
livres de contexto adaptativas [p;] especificas,

A(lpl, [Q)) = {aae[[p]] : 1 <@ <},

tal que qualquer aplicacdo da agao elementar de remocao precede a todas as aplicagoes
da acao elementar de insercao; o valor da funcao adaptativa € calculado sequndo as

regras:
[Qo] =[]
A(lpl, [Q]) = (@], (V@N([Q] € 27)

Notacgao 3.2.4 A Funcao Adaptativa de producgoes livres de contexto adaptativas
opera sobre o “conjunto de producoes corrente” da gramdtica. Dessa forma, o se-
gundo parametro € omitido; enfatizaremos isto omitindo o sequndo parametro da
notagao e escreveremos, simplesmente, A([p]).

Observacao 3.2.2 Pela definicao acima, uma funcao adaptativa pode conter, na
definicao das acgoes adaptativas elementares que a definem, chamadas de funcgoes
adaptativas. Em particular, ela pode conter chamadas a si propria; € por isso que
podemos omitir os parametros da definicao das func¢oes adaptativas: cada acdo ele-
mentar adaptativa tem como parametro uma producao livre de contexto adaptativa
[p] que indica qual a fun¢do adaptativa que se aplica depois de aplicar a produgdo p.

Notacao 3.2.5 O formato geral de uma fun¢ao adaptativa € o sequinte

A()

{

acao adaptativa elementar 1
acao adaptativa elementar 2

acao adaptativa elementar n

}

a semantica de uma fungdao adaptativa requer que sejam aplicadas em primeiro lugar,
simultaneamente, todas as agoes adaptativas elementares de remocao que a definem
e, depois, sejam aplicadas, simultaneamente, todas as agoes adaptativas elementares
de insercao que a definem.

Definigao 3.2.6 Gramatica livre de contexto adaptativa. Consideremos uma
gramdtica livre de contexto G = (N, T, P, S), uma fun¢ao adaptativa A das producoes
livres de contexto de G e Py, F' dois subconjuntos de P. Nestas condi¢oes, a quadrupla
GA = (G, [R),[F],A) é dita uma gramdtica livre de contexto adaptativa, sendo:
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1. G € a gramdtica livre de contexto subjacente,
2. [Py] € o conjunto das produgoes livres de contexto adaptativas iniciais de GA,

3. [F] € o conjunto das producgoes adaptativas que se aplicam em modo de veri-
ficacao de aparéncia,

4. A € a funcdo adaptativa de GA.

Definicao 3.2.7 Aplicagcao de produgao livre de contexto adaptativa. Se-
jam GA = (G, R, [F], A) uma gramdtica livre de contezto adaptativa, onde G =
(N, T,P,S), elp] = FE — {A()}D € [P], E € N, D € (NUT)*, uma produgdo
livre de contezto adaptativa de GA. Se XY € (N UT)*, dizemos que X deriva
diretamente Y e escrevemos

X=Y

se existemr,s € (NUT)* tais que X =rEs eY =rDs. Assim sendo, se o conjunto
de producoes livres de contexto adaptativas de GA é P;_q, 1 > 1, entdo o “conjunto
de produgoes livres de contezto adaptativas aplicdveis depois da aplicagio de [p]” €
definido como P; = A(p). Nestas condi¢oes também dizemos que X =Y ¢é vdlida.
Costuma-se dizer que a produgao [p] foi aplicada a forma sentencial X .

Estendemos agora o conceito de aplicacao de producao adaptativa para cobrir o caso
da verificacao de aparéncia, parafraseando a definicdo correspondente para o caso
das gramaéticas livres de contexto programadas (capitulo 2, se¢ao 3):

Definicao 3.2.8 Aplicagcao de produgao livre de contexto adaptativa em
modo de verificacao de aparéncia. Sejam GA = (G, [Py], [F], A) uma gramdtica
livre de contexto adaptativa, onde G = (N, T, P,S), e, [p] = E — {A()}D € [P]
uma produgao livre de contexto adaptativa de GA. Se X, Y € (NUT)*, dizemos que
X derwa diretamente Y, em modo de verificacdo de aparéncia, e escrevemos:

X =Y
se X =Y for vdlida, ou entdo, se cada uma das sequintes condicoes for satisfeita:

()Y = X,

(ii) [p] = E — {A()}D € uma produgao de [F) tal que E nao aparece em X.

Nestas condigoes, também dizemos que X =Y ¢ valida.



3.2. GRAMATICAS LIVRES DE CONTEXTO ADAPTATIVAS 125

Definigao 3.2.9 Derivacao de k passos.Sejam X,Y € (NUT)*. Uma derivagao
de k passos desde X até'Y é uma sequéncia finita de formas sentenciais w; €
(NUT)*,0 <i<k tais que

1. X = Wo,
2. w;_1 =* w; € vdlida, para 1 <1 <k,

Nestas condicoes denotamos X =ty Assim, a aplicacdo de uma producao é
uma derivacao de um passo X =" Y Consideramos [Py] como o “conjunto de
produgoes aplicdveis imediatamente apds o passo zero” e consideramos [P;], 1 <1 <
k, como o “conjunto de producoes aplicaveis imediatamente apds o passo i”.

Definigao 3.2.10 O fechamento reflexivo-transitivo da rela¢do bindria = ¢ deno-
tado como =* e o fechamento reflexivo-transitivo da relagao bindria = € denotado
como =",

Definicao 3.2.11 Seja G = (N, T, P, S) uma gramdatica livre de contexto. A lin-

guagem gerada por uma gramdtica livre de contexto adaptativa GA = (G, [Py], [F],.A)
€ L(GA) ={weT*: S =" w}

Observacao 3.2.3 Em geral, Py C P e, embora o “conjunto de producoes aplicdveis”
[P;] possa mudar durante o curso de uma derivagdo, ele sempre corresponde a um
subconjunto P; do conjunto de producdes da gramdtica livre de contexto subjacente
G = (N,T,P,S). Portanto, no caso das gramdticas livres de contexto adaptativas,
uma derivacdo nao € uma trajetoria entre um conjunto potencialmente infinito de
gramdticas criadas a partir de uma gramdtica inicial G°, mas uma trajetoria entre
0s elementos de um conjunto finito de gramdticas, todas as quais possuem conjun-
tos de producgoes que correspondem a um subconjunto do conjunto de producioes P
da gramadtica livre de contexto subjacente G. E por isso que, em lugar de usar
G* como subindice nas derivacoes =i, indicaremos explicitamente qual producao
livre de contexto adaptativa [p] foi aplicada escrevendo =). Reservamos ainda =]
exclusivamente para indicar que a producao se aplica em modo de verificacdo de
aparéncia, isto € [p] € [F], e usamos =, para toda producao [p| tal que [p| € [P\ F].
Assim mesmo, se nenhuma das producoes, aplicadas numa derivacao de k passos,
X =act Y, pertence ao conjunto [F|, entdo escreveremos, simplesmente, X =F Y.

Notacao 3.2.6 Quando for necessdrio distinguir uma particular gramdtica adapta-
tiva GA sequndo a qual foi feita uma derivacdo de k passos, com ou sem verificacdo
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de aparéncia, e para os respectivos fechamentos reflexivo-transitivos, escreveremos
X =8V, X =Y X =Y, eX =5, Y, respectivamente.  Utilizaremos
esta convecao notacional também para gramaticas matriciais GM , programadas GP,
variantes no tempo GV e com linguagem de controle reqular GR.

Notacao 3.2.7 Definimos agora algumas classes de linguagens associadas as gramd-
ticas adaptativas livres de contexto:

1. EAL’)C Classe das linguagens geradas pelas gramdticas livres de contexto adap-
tativas com verificacdo de aparéncia.

2. LAqe Subconjunto de LA, obtido considerando apenas as gramdticas livres de
contexto que nao geram \.

3. LA Subconjunto de LA, obtido considerando apenas as gramdticas livres de
contexto adaptativas com F = ().

4. LA Subconjunto de LA obtido considerando apenas as gramdticas livres de
contexto que nao geram \.

Proposicao 3.2.1

LAC LA C LA,  LAC LA, C LA

Enunciamos a seguir o resultado central desta secao.

Teorema 3.2.1 A classe E.Aic das linguagens geradas pela classe das gramadticas
livres de contexto adaptativas coincide com a classe RE das linguagens recursiva-
mente enumerdveis.

Para provar o teorema demostraremos inicialmente o lema seguinte:

Lema 3.2.2 A classe LA das linguagens geradas pela classe das gramdticas livres
de contexto adaptativas sem verificacdo de aparéncia contém a classe T» das lin-
guagens geradas pela classe das gramdticas periodicamente variantes no tempo sem
verificacao de aparéncia.
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Prova Seja GT = (G,v,0) = (G,v) uma gramatica periodicamente variante no
tempo sem verificagdo de aparéncia, com G = (N,T,P,S), e seja L = L(GT) a
linguagem que ela gera. Vamos construir uma gramatica adaptativa GA tal que

L(GA) = L(GT).

Com efeito, seja p o perfodo da funcao de variacao v : N — 2%

P, i=1

P, i=2
v(i) =1% ..,

P,, 1=0p

em que os P; C P, i.e., sao subconjuntos do conjunto das produgoes P. Defini-
mos agora uma gramatica livre de contexto adaptativa sem verificagao de aparéncia
GA = (G,[P],0, A) que coincide com a anterior no conjunto de nao-terminais e no
conjunto de terminais, possui o mesmo simbolo inicial e seu conjunto de producgoes

é definido como:

Além disso, definimos as suas funcoes adaptativas da seguinte forma:

—[P,
Ai() = { —l—{PJ
—[P]
«42() = { +[P3]
_[Pp]
APO - { —|—[P1]

o [P]={-[E ~ {A(}D]: E—DcP)
+[P] ={+[F = {A.()}D]: E— D € Py}

paral <i:<p-—1,e

—[B] =A-[E = {A,(}D]: E— De P}
+[P)] = {+[E - {Ai()}D]: E — D € P,}

Vamos mostrar agora que L(GA) = L(GT).

L(GT) C L(GA)

Com efeito seja w € L(GT), i.e., existe uma derivagao de w segundo GT', digamos:

*
S =opw
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Como G deriva palavras segundo sua funcao peridédica de variacao v, podemos
concluir que o comprimento da deriva¢do acima, denotado |S =5, w|, satisfaz a
seguinte equacao:

IS =trwl=kp+r

sendo k um nuimero inteiro positivo e 0 < r < p — 1. Esquematicamente, podemos
escrever a derivagao acima como:

kp kp+1 kp+i kp+r o
S =cr Wep =67 Whptd - - - Weptio1 =~ op Whpti - - - Whptr—1 = Whptr = W

Concentrar-nos-emos agora nos ultimos r passos da derivagao acima. Pela natureza
de v em cada um desses passos, devem ter sido escolhidas produgoes pertencentes,
respectivamente, aos conjuntos v(1) = Py, v(2) = Py, v(3) = P, ...,v(r) = P,. Sejam
Ly — Ry,Ly — Ry,L3 — R3,...,L, — R, as producoes assim escolhidas. Vamos
agora mostrar que podemos construir uma derivacao em GA tal que

*
wkp :>GA w

Com efeito, a produgao E; — D;, corresponde a producao adaptativa E; —
{A1()} D, da gramatica adaptativa GA. Adicionalmente, ao aplicd-la obtemos
um novo conjunto de produgoes, entre as quais se conta a producao adaptativa
Ey — {A()}Dsy correspondente a produgao Ey — Ds; por sua vez, esta ultima
producao adaptativa nos fornece, quando aplicada, um conjunto de producoes adap-
tativas entre as quais se conta a producao adaptativa E3 — {As3()}Ds correspon-
dente a producao F3 — Ds. Continuando deste modo, chegamos — apds r passos
— a producao adaptativa E, — {A.()}D, correspondente a produgao E, — D,;
resumimos estas observacoes na seguinte tabela

L.E. Producao | Prod. adap. L.D. | Conjunto de producoes adaptativas

Wkp FEi— D | BE1 — {Al()}Dl Whp+1 [Pl] = {E — {Al()}D :E—De Pl}
Wep+1 FEy — Dy | By — {Ag()}DQ Wip+2 [PQ] = {E — {Ag()}D :E— D¢ Pg}
Wipt2 | B3 — D3 | B3 — {A3()} D3 | wips | [P3] = {E — {A30}D : E — D € P}

Wit |- wWipei | [P]={E = {AQID:E—DEP}

w1 | B = Dy | B = {A0ID, [w__ | [B]={E —{A0ID: E—=De P}

Dessa forma, podemos re-escrever os ultimos r passos da derivacao original como:

kp+1 kp+i kp+r
wkp :>E1—>D1 wkp_l’_l .. wkp_i_z_l :>Ez_)Dz wkp+2 o wkp+T_1 :>Er_’D'r w,

aos quais corresponde a seguinte derivacao adaptativa de r passos:

kp+1 ) kp+i ) kp+r
wkp iEl_“{-Al()}Dl wkp_l,_l P wkp+l_l éEz_’{Az()}Dz wkp+z P wkp_l’_r_l éEr_’{Ar()}Dr w.



3.2. GRAMATICAS LIVRES DE CONTEXTO ADAPTATIVAS 129

Resta agora provar que para toda derivacao de kp passos segundo GT"
k
S iGpiT wkp,
existe uma derivagao adaptativa de kp passos segundo G A:
k
S :>Glf4 wkp.

Vamos provar uma afirmativa mais geral e obteremos o resultado acima como um
caso particular: Dadas duas formas sentenciais wg, wy, € (N UT)* entdo para toda
derivagao de kp passos desde wy até wy, segundo GT"

kp
wo :>GT wkp,
existe uma derivagao adaptativa de kp passos desde wy até wy, segundo G'A:
kp
w() :>GA wkp.

Fazemos a demonstracao desta afirmativa por inducao matematica em k.
Base £ = 1. A afirmativa a ser demonstrada, no caso k& = 1, pode ser escrita,
esquematicamente, da seguinte forma:

(V) (wo =Gr wp) = (3)(wo =g wp)

Consideremos uma derivagao, wg =% w,, de p passos desde wy até w, segundo GT;
ela pode ser decomposta da seguinte forma:

1 i p
Wo :>GT wy...W;—1 :>GT Wi ... wp—l :>GT U)p‘
explicitando as producoes aplicadas em cada passo da derivacao obtemos:
1 3 p
W = g,—p, W1-..Wi—1 =, _,p, Wi-. .Wp-1 :}Ep

—Dy wp7

a essa derivacao corresponde a seguinte derivacao adaptativa de p passos desde wy
até wy, segundo G A:

1 ] p
isto é

1 i p—1 P
wo iGA wl...wi_]_ iGA wZ iGA wp_l #GA ?.Up.

Ou seja, obtivemos uma derivacao, S =4 w,, de p passos desde wy até wy, segundo

GA.
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Hipé6tese Indutiva: Seja k& > 1. Assumimos, como hipdtese indutiva, que a afir-
mativa é valida para h = k—1. Podemos escrever essa hipotese indutiva da seguinte
forma:

k—1 k—1
(V) (wo =97 wie—1yp) = (3)(wo =ix P wik—1yp)

. . ~ k /
Consideramos agora uma derivacdo, wo =y Wiy, de kp passos desde wy até wy,
segundo GT e a decompomos da seguinte forma:

(k—=1)p kp

Neste caso, pela hipdtese indutiva, temos uma derivagdo de (k — 1)p passos desde
wy até wy, segundo G A:
k—1
Wo :>(GA » W(k—1)ps

correspondente a
k—1)p
Wo :>(GT ) W(k—1)p

e, pelo caso base, temos uma derivacao de p passos desde w_1), até wg, segundo
GA:

p
W(k-1)p =GA Wkp;

correspondente a

p
W(k-1)p = GT Whkp-

Assim podemos juntar essas duas derivacoes da seguinte forma:
(k=1)p P
Wo =Ga — Wk-1)p =GA Wkp

e obtemos a derivagao wy =>’ép 4 Wgp de kp passos desde wy até wy, segundo GA
correspondente a wy =g Wiy.

Isto completa a indugao e termina a prova. O resultado segue escolhendo wy = S e
w, € (NUT)*.

O

Para generalizar o lema anterior para o caso das gramaticas livres de contexto adap-
tativas com verificacao de aparéncia, basta modificar a sua prova para considerar
esta forma mais abrangente de aplicacao de producao; temos assim o seguinte:

Corolario 3.2.3 A classe LA das linguagens geradas pela classe das gramdticas
livres de contexto adaptativas com verificagio de aparéncia contém a classe T, das
linguagens geradas pela classe das gramdticas periodicamente variantes no tempo
com verificacdo de aparéncia.
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Em lugar de repetir os detalhes do lema 3.2.2, para provar o corolario 3.2.3, va-
mos apresentar outro resultado que permite traduzir gramaticas livres de contexto
contexto com linguagem de controle regular com verificacao de aparéncia para
gramaticas livres de contexto adaptativas com verificagao de aparéncia; novamente
a prova é construtiva.

Lema 3.2.4 A classe E.A;‘C das linguagens geradas pela classe das gramdticas livres
de contexto adaptativas com verificacio de aparéncia contém a classe R, das lingua-
gens geradas pela classe das gramdticas livres de contexto com linguagem de controle
reqular com verificacdo de aparéncia.

Prova

Com efeito seja GR = (G, C, F') uma gramética com linguagem de controle regular
sendo G = (N, T, P,S) uma gramatica livre de contexto, C' um conjunto regular
sobre o alphabeto P e F' C P um subconjunto das produgoes de G que se aplicam
em modo de verificagao de aparéncia. Seja L = L(GR) a linguagem gerada por GR.
Vamos construir uma gramatica adaptativa GA tal que L(GA) = L(GR).

Dividimos a prova em duas partes. Na primeira, mostramos que para toda ex-
pressao regular er sobre F' podemos construir uma funcao adaptativa A,., que age
como a fungao sucessor das letras que aparecem nas palavras da linguagem definida
pela expressao regular er. Na segunda, aplicamos este resultado a uma expressao
regular que define a linguagem de controle da gramatica GR e mostramos que a toda

derivagao de uma palavra w segundo G R corresponde uma derivacao da palavra w
segundo GA = (G, [Ry), [F], Aer), com Py C P.

Primeira parte. Vamos mostrar que, para toda expressao regular er sobre P,
existe uma fungao adaptativa A, tal que se w € L(er), onde w = p;...p,, p; € P,
1 <i<n,entdo piy1 € Aep(pi), 1 <i <.

Base |er| = 1. Neste caso a er = p, onde p € P é uma produgao da gramatica G e
isto quer dizer que as tunicas produgoes de G que produzem palavras de L(GR)
devem ser aquelas que produzem palavras terminais ou a cadeia vazia A; seja
p = FE — D € P uma tal produgao, isto é, E € N, D € (N UT)*. Basta
definir a funcao adaptativa A para estas producgoes, obtendo as correspondentes
[p] = E — {A}D € [P].

Hipétese Indutiva: Seja er uma expressao regular sobre P com |er| = k > 1
e suponhamos que, para (V)(0 < h < k) a seguinte afirmativa é valida: Para toda
expressao regular er, sobre P, tal que |er,| = h existe uma fun¢ao adaptativa A.,,
tal que se w € L(ery), onde w = py ...pn, p; € P, 1 < i < mn,entdo [pii1] € Aer, ([pi]),



132 CAPITULO 3. GRAMATICAS LIVRES DE CONTEXTO ADAPTATIVAS
1 <1< n.
Temos trés casos a considerar:

1. er = er]: Neste caso, pela hipétese indutiva, existe uma fungao adaptativa
Aer, tal que se w € L(ery), com w = py...pw, pi € P, 1 < i < |wl|, entao
[pi-i-l] € Aerl([pi])a 1 S 1< ‘w’

Seja P! C P o conjunto de todas as produgoes p € P que sao os ultimos
simbolos de alguma palavra definida pela expressao regular er;. Seja Py C P
o conjunto de todas as producoes p € P que sao os primeiros simbolos de
alguma palavra definida pela expressao regular er;. Os conjuntos Py e P} sao
finitos pois P é finito. Definimos a funcao adaptativa

Acr ([p) sep€P\F,
Aer([p]) = { Am([g]) U [P] seze P,

2. er = eryery: Neste caso, pela hipétese indutiva, existem duas fungoes adapta-
tivas Aer, e A, tais que

(a) se wy € L(ery), com w; = pi...p‘lwll, pi € P, 1 < i < |wl, entdo
i1 € Aer ([pi]), 1 < i <[],

(b) se wy € L(ery), com wy = pi...pl,,, p; € P, 1 < j < |wy, entdo
1pj 1] € Aery([p7]), 1 < j < fwal.

Definimos os conjuntos P} e P! para a fungao adaptativa A.,, como no caso 1
e os correspondentes conjuntos P} e P? para a funcao adaptativa A.,,. Além
disso sejam P, = {p} € P: 1 <i <|wy|} e Py, ={p5 € P:1<j < |unl}
Definimos agora a fungao adaptativa

Aem([p]) Sepepwl\Pul
Aer([pl) = § Aen () U [FF] sepe by
Aer, ([p]) se p € Pu,

3. er = (eri|ery): Neste caso, pela hipétese indutiva, existem duas fungoes adap-
tativas A.,, e A, tais que

(a) se wy € L(ery), com wy = pj...pl,, pi € P, 1 < i < |w, entdo
pzl—i—l S Aen(pzl)a 1<i< |w1"

(b) se wy € L(ery), com wy = p%...pfm‘, p; € P, 1 < j < |wy, entdo
p?—i—l € Aerz(p?)a 1 <j < |wal.
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Definimos os conjuntos P; e P} para a fungdo adaptativa A.,, como no caso 1
e os correspondentes conjuntos B¢ e P? para a fungao adaptativa A.,,. Além
disso sejam P, = {pl € P: 1 <i<|w|} e Py, ={p? € P: 1 <i < |ws|}
Definimos agora a fungao adaptativa

jengﬂi se p € Py \

eri s€ S Pwl POl

ArlD =3 470 sepe B
Aerz([p]) sepGPm\Pg

Segunda parte. Seja agora er(C) uma expressao regular sobre P que define a
linguagem de controle C' da graméatica GR = (G, F, C) e consideremos uma palavra
w € L(GR). Pela definigao de GR existe uma derivacio segundo GR, S =%, w;
essa derivagao é obtida pela aplicagao de um ntimero finito de produgoes de GR em
modo de verificacao de aparéncia:

(1) Wy = 57

(il) w;—1 =% w;, para 0 < i < m, w;_; deriva diretamente w;, em modo de
verificacao de aparéncia

(iil) w,, = w.

Assumimos que foram aplicadas as m producoes pi,ps. .., Pm, isto é: a producao
pi=E —De€Pétal quesep;, € P\ F entdo w;—y = r;_1Es;1 e w; = r;Ds; ou
entao se p; € F' entao £ nao aparece em w;_; e, neste caso, w; = w;_1.

Por ser GR uma gramatica com linguagem de controle regular com verificacao de
aparéncia, a concatenacao pips...pn dessas producoes é uma palavra do conjunto
C. Escolhemos como conjunto inicial de produgoes Py o conjunto formado pelas
produgoes p € P as quais formam um prefixo em alguma palavra pertencente a
L(er(C)).

Por outro lado, pela primeira parte, existe uma funcao adaptativa A.. ) tal que
[pi] € Acriy([pig1]), 1 < i < m; portanto a derivacao S =&, w da palavra w se-
gundo a gramatica GR podemos associar a seguinte derivacao S =, w segundo a
gramatica GA = (G, [P, [F],A)

(1) Wy = 57

(ii) wi—y =5 wy, para 0 < 7 < m, w;_; deriva diretamente w;, em modo de
verificacao de aparéncia

(iii) wy, = w.
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O
Como conseqiiéncia do lema 3.2.4 e do teorema 2.4.7, obtemos:

Teorema 3.2.5
LAY =R). = L,.

onde Ly € a classe das linguagens de tipo 0.

Vamos agora apresentar um resultado que permite simular as gramaticas matriciais
com verificacao de aparéncia através de gramaticas livres de contexto adaptativas.

Lema 3.2.6 A classe E.A;‘C das linguagens geradas pela classe das gramdticas livres
de contexto adaptativas com verificacdo de aparéncia contém a classe M2, das lin-
guagens geradas pela classe das gramdticas livres de contexto matriciais com veri-
ficacdo de aparéncia.

Prova Consideremos uma gramatica livre de contexto matricial com verificagao de
aparéncia GM = (N, T, M, S, F'), onde F' é um subconjunto do conjunto P formado
por todas as produgoes que aparecem nas matrizes de M.

O objetivo é obter uma fungao adaptativa que simule a aplicagao de cada uma
das matrizes da gramatica GM; para simular a aplicacao de uma matriz m; basta
definir uma fungao adaptativa que, depois de aplicar a primeira produgao p} de m;,
deixe disponivel a producio seguinte p), e assim sucessivamente, até a pentltima
producao da matriz m;; depois de aplicar a dltima producao de m;, deve poder ser
aplicada qualquer matriz, portanto devem ficar disponiveis as primeiras produgoes
de todas as matrizes: Se a matriz m; possui |m;| produgoes e ¢ definida como:

entao definimos a funcao adaptativa A como:

Alp) = —[PlU {_l_[p;"—i-l]} sep :p;:'a para 1 < j < |m,l,
PP —IPlU+R] sep=pi,

onde Py é o conjunto de produgoes iniciais para a gramatica adaptativa, e é definido
como:

Py={+[pi]:1<i<|M|},

ou seja, Py é formado pelas primeiras producoes que aparecem nas matrizes de M.

Com essas definicoes, podemos associar a cada derivacao de uma palavra w €
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L(GM) segundo GM podemos associar uma derivacao segundo a gramatica livre de
contexto adaptativa com verificacdo de aparéncia GA = (G, [P], [F], A) da mesma

forma como foi feito na prova do lema 3.2.4.
O

Como conseqiiéncia do lema 3.2.6 e do teorema 2.4.7, obtemos:

Teorema 3.2.7
LAY, = M) =L,

onde Ly € a classe das linguagens de tipo 0.

Lema 3.2.8 A classe E.Aic das linguagens geradas pela classe das gramdticas livres
de contexto adaptativas com verificacdo de aparéncia contém a classe P, das lin-
guagens geradas pela classe das gramdticas livres de contexto programadas com ver-
ificacao de aparéncia.

Prova Seja GP = (G, s, f) uma gramatica livre de contexto programada, onde
G = (N, T, P,S) é uma gramética livre de contexto. Consideramos primeiro o caso
das gramaticas programadas que possuem funcao falha igual ao conjunto vazio, isto
é: f(p) = 0, Vp € P. Neste caso, nenhuma producao é aplicada em modo de
verificacao de aparéncia, e basta definir a funcao adaptativa:

A(p) = s(p),Vp € P

e definir Fy como o conjunto formado pelas produgoes de P que tém o simbolo
inicial S no lado esquerdo; assim a gramatica livre de contexto adaptativa GA =
(G, [Py],0,.A), sem verificagao de aparéncia, é tal que:

L(GA) = L(GP).

Consideramos agora o caso das gramaticas programadas que possuem fungao falha
nao vazia, isto é: Ip € P tal que f(p) # . Nesse caso, alguma produgao é aplicada
em modo de verificacdo de aparéncia, e é necessario identificar o conjunto formado
por tais producgoes. Além disso, pode acontecer de alguma producao p € P ser tal
que s(p) # 0 e f(p) # 0, o que levaria a uma indefinicdo da funcao adaptativa e,
portanto, essa situacao deve ser evitada. Procedendo como na prova do teorema
2.4.1 definimos uma outra gramética programada GP; = (G, s, f1) onde G; =
(N1, T, P, S) é uma gramatica livre de contexto tal que L(GPy) = L(GP). As
funcoes sucesso, si, e falha, f;, podem ser representadas esquematicamente como:

P 51 J1
P Sl(P) @
PA\P| 0 [AMP\P)
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onde s1(P) # 0 e fi(Py\ P) # (). Neste caso, as produgoes a serem aplicadas em
modo de verifica¢ao de aparéncia sao F' = P;\ P, e basta definir a fungao adaptativa:

B si1(p), sepe P\ F
Aw) =s e {0 Pl

e também definir Py como o conjunto formado pelas producoes de P que tém o
simbolo inicial S no seu lado esquerdo; assim, a gramatica livre de contexto adapta-
tiva GA = (G, [Py], [F], A) com verificacao de aparéncia é tal que L(GA) = L(GP).
O

Como conseqiiéncia do lema 3.2.8 e do teorema 2.4.7 obtemos:

Teorema 3.2.9
LAY, =P} =L,

onde Ly € a classe das linguagens de tipo 0.

O ultimo resultado que apresentamos é um pequena extensao do teorema 2.4.1,
que inclue a classe das linguagens geradas pelas gramaticas livres de contexto adapta-
tivas com verificacao de aparéncia na classe das linguagens geradas pelas graméticas
livres de contexto com linguagem de controle regular com verificacao de aparéncia.

Teorema 3.2.10
LAY C L£(2,3,1)=R). =Ly

onde Ly € a classe das linguagens de tipo 0.

Prova Seja GA = (G, [P, [F], A) uma gramética livre de contexto adaptativa com
verificagdo de aparéncia, onde G = (N, T, P, S) é uma gramadtica livre de contexto
e PBh C P, F CP. Se |P| =n, digamos py,...,p, entdo definimos a linguagem de
controle C' como a linguagem representada pela seguinte expressao regular:

C = Po(plg(p1>| e |pn5(pn))*

onde
E(pi) = {p;j : [pj] € Api)}-

Com argumentos similares aos usados nas provas dos lemas 2.3.2 e 3.2.2, pode-se
provar que, a cada derivacao de uma palavra segundo a gramaética livre de contexto
adaptativa com verificacao de aparéncia GA, corresponde uma derivacao da mesma
palavra segundo a gramaética livre de contexto com linguagem de controle regular e
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verificagao de aparéncia GR = (G, C, F'). Deste modo, a gramatica livre de contexto
com linguagem de controle C' com verifica¢ao de aparéncia GR = (G, C, F') é tal que

L(GR) = L(GA).

Este resultado encerra nosso estudo das gramaticas livres de contexto adapta-
tivas com verificacao de aparéncia, em relagao as gramaticas livres de contexto com
mecanismos de controle, estudados no capitulo 2.
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3.2.1 Conversao de gramaticas variantes no tempo para a
forma gramaticas livres de contexto adaptativas

Usamos agora a demonstracao construtiva utilizada na prova do lema 3.2.2 para
“traduzir” os exemplos de gramaticas livres de contexto periodicamente variantes
no tempo para a forma de gramaticas livres de contexto adaptativas.

Exemplo 3.2.1 Gramatica livre de contexto adaptativa para a linguagem
L ={a"b"c" : n > 0}. Consideremos a seguinte gramdtica livre de contexto

G=({S, A B,C,D} {a,b,c}, P,S),
cujo o conjunto de produgoes € definido como seque:

P={

po=S — ABC, p3=C —cC, ps=C — c,
ple—>CI/A, p4:A_>a7 p7:D_>b7
pr=B—bB, ps=B—D

}

Aplicando o método de demonstracao do lema 3.2.2 a gramdtica periodicamente
variante no tempo G4 do exemplo 2.2.2 da secao 2.2, vamos decompor o conjunto
de producgoes em trés subconjuntos:

PO = {p07p37p6}7
Pl = {p17p47p7}7
P2 = {p27p5}-

{—Ipol, = [ps], — [pe] s + 1], + [pa] s + [p7]}, VD€ Py
A(p) =3 {=I[p1l,—[pal, = [p7] s + [p2] , + [ps]}, Vpe P
{=1Ipal, = [ps], +[po] , + [ps] , + [ps]} Vp € P

e o conjunto inicial de producoes livres de contexto adaptativas é:
[Fo] = {[po] = S — {AO}IABC, [ps] = C — {A()}cC, [pe] = € — {A()}c}

Alternativamente, podemos considerar disponiveis trés funcoes adaptativas sem para-
metros

A= {A(), A2(), As()}
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especificadas por:
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?1() ?2() ?3()
— [ = {A(O}ABCY], | —[A = {A:()}ad], | — [B — {As()}bB],
—[C = {AQ}C], | =[A—={A(}a], |—[B—{A(}D],
—[C = {A(0}d, —[D = {A0}0], | +I[5 —{A()}ABCY,
+[A = {A:(}ad], | +[B— {As()}B], | +[C — {A:()}CT,
+[A = {A:2()}a], +[B = {As0}D], | +[C — {A()}d],
elp = ta0m )
Derivacao de a3b3c?:
i | Passoi da derivagio | Produgdo aplicada no passo i | [P
0 {[pol, [p3]; [pe] }
1 S :> | ABC [po] = S — {A:()}ABC {[p1], [pa], [p7]}
2 ;‘fm] wABC [p1] = A — {A()}aA {[p2], [ps}
3| =y adbBC [lpa] = B — {A;0}10B {[pol. [ps], oo}
4 => ] 0AVBcC [ps] = C — {A()}cC {[p1l; [p4l, [pr]}
5| =, aadbBcC [p1] = A — {As()}aA {[p2], [ps]}
6] =7, aaAbBC [ [p] = B — {A;(0}bB {pol. [ps], oo}
7 :>EDS} aaAbbBccC [ps] = C — {A() }eC {lp1], [p4]; [p7]}
8 [ g caabbBecC' | [ps] = A — {A()}a {[p2], [ps]}
9| =i, awabbDecC | [ps] = B — {A3()} D {[pol; [ps], [ps]}
10| = aaabbDece | [ps] = C — {Ai()}c {[p1], [pa], [p7]}
11 :>ﬁz}7] aaabbbcce p7] = D — {A3()}b {Ipa2], [ps|}
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Exemplo 3.2.2 Gramatica livre de contexto adaptativa para a linguagem
L ={ww:w € {a,b}*}. Consideremos a sequinte gramdtica livre de contexto G =
({S, A, B,C,D},{a,b}, P,S), cujo conjunto de producoes é definido como seque:

P =
p=8S—AB, ps,=A—aA, p3=B — aB,
pp=C—C, ps=A—A ps=A—-10C,
pr=B—bD, ps=B—B, py=D— D,
pro=A— A pu=B— X ppn=C—adA,
pz=D —aB, pyu=C—0bC, ps=D —bD,
pis =C — A, pir =D — A\

}

Aplicando o método de demonstracao do lema 3.2.2 a gramdtica periodicamente
variante no tempo G5 do exemplo 2.2.3 da secao 2.2 vamos decompor o conjunto de
producoes em quatro subconjuntos:

PO - {p17p57p9}7
Py = {p2,ps, P10, P12, P14, D16}
P, = {ps,pnpn,plg,pm;pl?},
Py = {ps,ps}
—[Po] U +[P1], Vp € PO
—Pl]U+[P2] Vpe P,
Ap) =4 | |
(p) —[Pg] U +[P3], Vp e Py
—[Pg] @] —|—[P0], Vp € P3

com —[P;] = {—[p] : Vp € P} e +[P,] = {+[p] : Vp € P}, como na prova do lema
3.2.2. O conjunto inicial de produgoes livres de contexto adaptativas é:

[Po] = {lp1] = 5 = {AQ}AB, [ps] = A = {A()}A, [po] = D — {A(} D}

Escrita desta forma, a funcao adaptativa A estd pronta para ser decomposta em qua-
tro fungoes adaptativas sequndo a observagio 3.2.1, A = {A1(), A2(), As(), A1)}, e
neste caso, o conjunto inicial de producoes adaptativas é:

[Po] = {[p1] = S = {AIO}AB; [ps] = A = { A} A, [po] = D — { A ()} D}

e as fungoes adaptativas sao especificadas por:
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«{41() «{42()
=[S = {A(O}AB], | = [A — {Az() }a4],
—[A—={A(0}4], | —[4A—{A(}C],
—[D = {A0}D], | —[A— {A0}N],
+[A — {A2()}ad], | —[C — {A:()}ad],
+[A — {A()}0CT, | —[C — {Ax()}bCT,

+[A = {A0A], | —[C — {A}],

+[C — {Ax()}ad], | +[B — {A3()}aB]

+[C — {A()}0CT, | +[B — {A3()}bD]
+[C — {A2() } ] +[B — {A3()}A]

} +[D — {A3() }aB]
+[D — {A3() }bD]
+[D — {A30)}A]

}

«{43() ?4()

—[B = {A3()}aB], | —[C — {A()}C],
—[B — {A3()}bD], | = [B — {As()}B],
—[B = {A30}A, | +[S = {A(}AB],
—[D — {As()}aB], | +[A — {A()}A]
—[D = {A;(}0D], | +[D — {Ai()} D]
—[D = {A;0}N], |}

+[C — {A()}CT,

;F[B — {A4()}B]

Nestas condigoes, a gramdtica livre de contexto adaptativa (G, [Py, 0, A) gera
a linguagem dependente de contexto: L = {ww : w € {a,b}*}.
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Derivacao de bbaabbbaab:
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1| Passo i da derivacao | Producao aplicada [Pi]

0 {[p1]. Ips], [po]}

1 S =} AB 1] = S — {AIO}AB | {[p2], Ips], [pro], [p1a], [pral, [p16]}

2 :>[2pes} bCB [pG] =A— {A2()}bc {[pg], [p7], [pn], [P13 ) [P15]> [Pl? }

3 = fyy DCOD [pr] =B = {A01D | {[pa]. [ps]}

4 =y bOPD ] == TAOIC [ Ips]. [po]}

5 =) PCOD [po] = D — {A0}D | {[ps], [pe], [p10], [p12], [p1al, [p16]}

6 :>?pl4} bbCoD [P14] =C— {A2()}bc {[pg], [pY]a [pn], [p13 [p15]> [p17 }

T =L 0CWD pis] = D — {As(36D | {lpa], [ps]}

8] =pgwCwD  Tlp]=C — {AOIC [{lp], [ps]. [pol}

9 =0 0D [[p] =D = {AQ0ID | {Ipa], ps], [pro], [pro], [pra], [ps6]}
10 :>[l£12} bba AbD [p12] =C— {A2()}GA {[p:s], [p7], [p11]> [Pls ) [p15], [Pl? }
1 :>EP}13} bbaAbbaB [p13] =D — {Ag()}CLB {[p4]7 [pS]}

2] =P tadbbaB | [p] = B— {A0}B | {[pi]; [ps]. [ps]}

13 :>[1§5] bba AbbaB [p5] =A— {Al()}A {[pz], [p6], [plo], [p12] [p14], [pm]}
14 :>[11;12] bbaa AbbaaB [p2] = A — {Ax()}aA | {[ps], [p7], [p11], [P13)s [p1s], [pr7]}
15 :>E§3] bbaa Abbaa B [ps] = B — {As()}aB | {[p4], [ps]}

16 :>[1pﬁs] bbaa AbbaaB ps] = B — {A:0}B | {[p1], [ps]. [po]}

17 :>Er75] bbaaAbbaaB [ps] = A — {A(}A {Ip2], [ps], (P10 [P12], (P14l [P16] }
18| =0 bhaabChbaaB | [pe] = A — {A:01C | {[psl, pel, o, [psl, [pss), [parl}
19 :>[1£7} bbaabCbbaabD | [p;] = B — {As()}bD | {[p4], [ps]}

20| =7 bbaabCbbaabD | [pa] = C — {A(0}C | {[pi], [ps], [po]}

21| =175, bbaabCbbaabD | [po] = D — {A (01D [ {[pa]. [pe], [pro: [ro]. [p1a]. [p16])
22 :>[2p216] bbaabbbaab [p16] = C — {A2()}X | {[ps], [p7]; [p1), [pas], [p1s), [p7]}
23 :>[2§’17] bbaabbbaab [piz] = D — {AsON | {[p4], [ps]}
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3.2.2 Conversao de gramaticas com linguagem de controle
regular para gramaticas livres de contexto adaptativas

Aplicamos agora a demonstracao construtiva utilizada na prova do lema 3.2.4 para
“traduzir” os exemplos de gramaticas livres de contexto com conjunto de controle
regular com verificacao de aparéncia para gramaticas livres de contexto adaptativas
com verificagao de aparéncia.

Exemplo 3.2.3 Gramatica livre de contexto adaptativa para a linguagem
L = {a"b"c" : n > 1}. Consideremos a sequinte gramdtica livre de contexto:

G = ({57 A7 C}J {CL, b7 C}, {p17p27p37p47p5}7 S)

com
pr=8S—AC,ppo=A — aAb,p3=C — cC,py = A — ab,p; = C — c.

Aplicando o método de demonstracao do lema 3.2.4 a gramdtica livre de contexto
com linguagem de controle reqular Gy do exemplo 2.4.1 da secao 2.4, obtemos a
sequinte func¢ao adaptativa:

{p2,p4}, b =D,
{ps},  p=np2,
A(p) =S {p2,p4}, p=ps,
{ps},  p=nps,
wv D = Ds.

O conjunto inicial de producoes livres de contexto adaptativas é:
[Fo] = {lp1] =5 — {A()}ACT.

Escrita desta forma, a funcao adaptativa A estd pronta para ser decomposta em qua-
tro funcoes adaptativas seqgundo a observagio 3.2.1, A = {A1(), Aa2(), A3(), As()}, e
neste caso, o conjunto inicial de producoes adaptativas é:

[Fo] = {lp1] = 5 = {A(}AC }

e as fungoes adaptativas sao especificadas por:

?1() ?2() ?3() ?4()

=[S = {A(0AC], | =[S = {A(O}AC], | =[S = {A(OAC], | =[S — {A()}ACT,
—[C = {A(0}eCT, | —[A— {A2()}adb], | —[A — {A2()}adl], | — [A — {A2()}aAl],
—[C = {A5()}¢], —[A = {A30}ab], | —[C — {A(}cC], | —[C — {Ai1()}eC],
+[A = {A2()}adb], | —[C — {As5()}], —[A = {A30}ad], | —[A— {A3()}ad],
;F[A — {A3()}ab] ;F [C — {A1()}cC], ;F [C — {A5()}q] - }— [C — {A5()}q] .
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Nessas condigoes, a gramdtica livre de contexto adaptativa GA = (G, [Py],0,.A), sem
verifica¢do de aparéncia, gera a linguagem L = {a"b"c" : n > 1}.

Derivacao de a’b3c?:

Com efeito:
i | Passoi da derivagdo | Produgdo aplicada no passo i | |[P;]
0 {pi]}
L 5 =) AC ] =5~ {A(}AC {[p2), [p}
2 = pa] 0APC [p2] = A — {A:()aAb {Ips]}
3| iy adbeC 3] = C — {A(}cC {Ip], [a]}
4] =pya0dbbeC [lp] = A— {A()}add {[ps}
5 =1, aaAbbecC [ps] = C — {A;()}cC {Ipa], Ipal}
6 :>ﬁ04[ aaabbbecC [ps] = A — {As() }ab {[ps]}
7 =[,,| aaabbbece [ps] = C — {A5()}c 0
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Exemplo 3.2.4 Gramatica livre de contexto adaptativa para a linguagem
L = {ww : w € {a,b}*}. Consideremos a gramdtica com linguagem de controle
reqular sem verificacao de aparéncia:

Gu = ({S, A, B}, {a,b,c}, P, S, {p1(p2ps|pspr)" (pspo|paps) : n > 0}, 0)
com
P={p=S—=AB,ps=A—aAps=A—bAps=A—a,ps=A—=D,
=B —aB,p; =B —bB,ps=B —a,pg =B — b.}

Aplicando o método de demonstracao do lema 3.2.4 a gramdtica livre de contexto
com linguagem de controle reqular Gy, do exemplo 2.4.2 da secdo 2.4 obtemos a
func¢ao adaptativa:

{p27p37p4,p5}7 b =D,
{ps}, p = pa,
{p7}7 b = Dps,
{p8}7 D = D4,
Ap) =1 {po}, p="Ds.
{p2,p3ap4,p5}, D = Des,
{p2,p3ap4,p5}, b =D,
®7 b = Ds,
®7 D = Do,

e o conjunto inicial de produgoes livres de contexto adaptativas é:
[Fo] = {lp] = 5 = {A(Q}AB}.
Escrita desta forma, a funcao adaptativa A estd pronta para ser decomposta em seis

fungoes adaptativas, sequndo a observagao 3.2.1, A = {A1(), A2(), As(), As(), As(),
As()}, e, neste caso, o conjunto inicial de produgdes adaptativas é:

[Po] = {[p] =5 — {A(O}AC, }
e as funcoes adaptativas sio especificadas por:
?1() ?2() ?3()
—[S = {A(}AB], | =[S = {A()}AB], | - [S = {A()}AB],
—[B = {Ai(}aB], | —[A — {A()}ad], | —[A — {As()}ad],
—[B = {A()}0B], | —[A — {A3(0)}b4], | —[A — {A3()}b4],
—[B = {As()}al, |—[A—={A0}al, |—[A—{A()}d],
—[B—={As0}0], |—[A—={AQ], |—[A—{A()}],
+[A — {A2()}ad], | = [B — {A(0}0B], | = [B — {A:()}aB],
+[A = {A;()}0A], | —[B — {As(O}a], | —[B — {As()}al,
+[A = {AsQ}a], | —[B—{As(0}0], |—[B— {As()}0],
;F[A — {A5()}0] ;[B — {A:1()}aB] ?[B — {A:()}bB]
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?4() v{45() «{46()

=[5 = {A0AB], | =[S — {A()}AB], | =[S — {A()}AB],
—[A = {A(}aB], | —[A = {A(}ad], | —[A = {As()}ad],
—[A—={A;0}0B], | = [A = {As(}04], | —[A — {A3()}bA],
—[A={AQ}d], | =[A={AQ}a], | =[A—={A(}d],
—[A—=A{A:0}0], | —[A={AQ0], | —[A—{A:(0}],
—[B—={Ai(}aB], | =[B = {Ai()}aB], | = [B = {Ai()}aB]
—[B = {A(}B], | = [B = {A:(0}bB], | = [B — {Ai()}bB],
—[B—={As(}0], | —[B—={As(}al, |—I[B—{As()}a],
;L[B — {A4s()}a] ;r[B — {As()}0] }T [B — {As() }0]

Nestas condigoes a gramdtica livre de contexto adaptativa GA = (G, [P], 0, A) sem
verifica¢ao de aparéncia gera a linguagem L = {ww : {a,b}*}.

Derivacao de bbaabbbaab:

Com efeito:

i | Passo i da derivagio | Produgao aplicada no passo i | [P
0 {lp1]}
1 S = AB ] =5 - {A(0}AB {[p2], [ps], [pal; [ps]}
2 =1 ¥AB [ps] = A — {A()}bA {lp7]}
3 = fpr] DADB [p7] = B — {Ai()}bB {[p2], [ps]. [pal; [ps]}
4] =g AB  [Ips] = A — {A()}0A {Ipr]}
5] =ptbAWB [ [p] =B — {A(}B {[p], [ps]. [pal. Ips1y
6]  =f, bbadbbB | [ps] = A — {Ai(}aA {[po]}
7| =g bbadbbaB [ [p] = B — {A(}aB {[p], [ps]. [pa]. Tpsl}
8 =1, bbaaAbbaB [po] = A — {A4()}aA {Ips]}
0| =, WaaAbhaaB | [p] = B = {Ai()}aB (], ], o] ]}

10| =) bbaabbbaaB [ps] = A — {A0)}b {Ips]}

11 =, baabbbaab. ps] = A — {A;0)}b 1]
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Exemplo 3.2.5 Gramatica livre de contexto adaptativa com verificagao de
aparéncia para a linguagem L = {a®" : n > 0}. Consideremos a gramdtica livre
de contexto:

G - ({57 A7 X}7 {CL}, {p17p27p37p47p5}7 S? )

com
pm=S—AAp=5S—>Xpp=A—->Sp=A4A—-X,ps=5—a.

Definimos o conjunto de producdes a serem aplicadas em modo de verificacdo de
aparéncia como F' = {py, ps}. Aplicando o método de demonstragao do lema 3.2.4 a
gramdatica livre de contexto com linguagem de controle reqular G5 do exemplo 2.4.3
da secao 2.4 obtemos a func¢ao adaptativa:

{pl,pg,p5}, p =D,
{p3,p4}, P = D2,
Alp) =13 {ps,pa}, P =ps,
{p17p27p5}7 D = P4,
{ps}, P = Ds-

e o conjunto inicial de produgoes livres de contexto adaptativas é:
[Fo] = {[p1] =5 — {AQ}AA, [p2] = 5 — {AQ} X, [ps] = § — {A()}a}.

Escrita desta forma, a fungao adaptativa A estd pronta para ser decomposta em trés
fungdes adaptativas, sequndo a observagio 3.2.1, A = {A1(), Az(), A3()}. Neste
caso, o conjunto inicial de producoes adaptativas é:

[Fo] = {lp1] = 5 = {AIQ}AA, [po] = § = { A0} X, [ps] = 5 — {As()}a}

e as fungoes adaptativas sao especificadas por:

?1() ?2() ?3()

=[S = {A10}44], | =[S — {A20}A4], | =[S — {A)}44],
—[A—={A0X], | =[S = {A0}X], | =[S — {A0}X],
+[S = {A1()}AA], | =[S — {A30)}a], | —[A— {A20}5],

+[8 = {A20}X], | +[A—{A0}5], | —[4—{A0}X],
;F[S — {A3()}a], ;F[A — {A1()}X], ;F[S — {A3()}d].

Nestas condigoes, a gramdtica livre de contexto adaptativa GA = (G, [Pl, [F], A)
gera a linguagem L = {a*" : n > 0}.
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. ~ 3
Derivacao de a?

i | Passo i da derivagdio | Produgdo aplicada no passo i | [P
0 {Ip:], [p2], [ps]}
1 § =y AA ] =5 = {A(}A4 i
2 é‘ﬁ;i AA 2] = 5 — {A0)X {Ipsl. s}
3 2 SA 3] = A — {A,(0}S 7
4 p;] 159 [ps] = A — {A:()}S 7
5 ;“5541 S5 [pa] = A = {A(Q}X {[p1]; [p2], [ps]}
6 =0 | AAS 1] =S — {A ()} AA 2
7 =T | AAAA 1] = S — {A ()} AA »
8 w AAAA fp] =5 = {A(}X {[ps]. [pal}
9 =1y SAAA [ps] = A — {A()}S 7
10 = [py STAA ps] = A= {40} 7
11 = p S95A [ps] = A — {A:()}S g
12 = [pg) 9999 ps] = A= {40} 7
1B = 58SS ] = A— {A(}X (I, [paks [ps))
14 =11 SSSAA 1] = S — {A,()}AA i
15| = SAASAA =5 — {A,()JAA 5
16| =0 AAAASAA  [[p] =S5 — {A()}AA i
17| =] AAAAAAAA |[pl] = S — {A()JAA 5
18| =fo) AAAAAAAA | [ps] = S — {A(}X {[ps]; [pal}
19| =P SAAAAAAA |[ps] = A — {A()}5S 7
20| =2 SAAAAAAS |[ps] = A — {A()}S 7
21| =t SAAAAASS [[ps] = A= {A(}S 7
22| =72 SSAAAASS |[ps] = A — {A()}S 7
23| =7 SSSAAASS |[ps] = A — {A()}S ’
24| =?! SSSSAASS |[ps] = A — {A()}S ’
25| =2 SSSSASSS |[ps] = A — {A:()}S 7
26| =%, 55555555 |[ps] = A— {A:0}S ’
27 el 59855985 | [p] = A — {A0}X {Ip1], [p2], 5]}
28| =2 aSSSSSSS [Ips] =5 — {As(0}a {[ps]}
29 =>[2£5] aSSSSSSa ps] =S — {A3(0)}a i
30 =7 aaSSSSSa [ [ps] = S — {As()}a 7
31 :>31] aaSSSSaa [ps] =S — {As()}a 7
32 [pS] aaSSaSaa [ps] = S — {A3() }a ”
33 =71 aaSSaaaa [ps] =S — {As()}a »
34 :>?§‘5] aaaSaaaaq Ips] =S — {A3()}a ”
35 =7 aaaaaaaa [ps] =S — {As()}a »
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3.2.3 Conversao de gramaticas matriciais para gramaticas
livres de contexto adaptativas

Aplicamos agora a demonstracao construtiva utilizada na prova do lema 3.2.6 para
“traduzir” os exemplos de gramaticas livres de contexto matriciais com verificagao
de aparéncia para gramaticas livres de contexto adaptativas com verificagao de
aparéncia.

Exemplo 3.2.6 Gramatica livre de contexto adaptativa para a linguagem
L = {a"b"c" : n > 1}. Consideremos a gramdtica matricial:

Gi = ({S.CY, {a,b,c}, M, S)

com
M = {ml7m2a m3}7

sendo
my =[S — SC|, my=1[S — aSh,C — cC|, myg=[S — ab,C — ¢].

Definimos o conjunto P como o conjunto de todas as produc¢des que compoem as
matrizes de M

P={p1=5—-5Cpp=5—aSb,p3=C — cC,py =5 — ab,p; = C — ¢}

Aplicando o método de demonstracao do lema 3.2.6 a gramdtica livre de contexto
matricial Gy do exemplo 2.1.1 da secao 2.1, obtemos a func¢ao adaptativa:

{plaanp4}7 P = D1,

{p3}7 D = P2,
A(p) =S {p1,p2.pa}, p=ps,
{p5}7 P = D4,

{plap2ap4}7 b =Ds.
O conjunto inicial de produgoes livres de contexto adaptativas é:
[Fo] = {lp1] =5 = {AO}SC, [po] = S — {A()}aSb, [ps] = S — {A() }ab}

Escrita desta forma, a funcdo adaptativa A estd pronta para ser decomposta em
trés fungoes adaptativas sequndo a observagao 3.2.1, A = {A1(), Az(), A3()}. Nesse
caso, o conjunto inicial de producoes adaptativas é:

[Po] = {lp] = 5 = {AQ}SC, [pa] = 5 = {A2()1aSb, [pa] = S — {As() }ab}
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e as funcoes adaptativas sao especificadas por:

?1() «{42() «{43()

—[C = {A10}cCT, | =[S = {A10}SCT, | =[S — {A1(}SCT,
—[C—={A0}d, | =[5 — {A20}aSt], | =[S — {A2()}aSY],
+[S = {A1(0}SC], | = [C — {A3()}ab], | —[C — {Ai1()}cC],
+[S = {A20}aSt], | =[S — {A1(}c], | =[S — {A3()}ab],
;[5 — {A3()}ab] ;F[C — {A1()}cCT, ;F[C — {A10)}d].

Observe-se que em Ag foi retirada e adicionada a producao ps. Como as remogoes
sao sempre efetuadas antes das insercoes, essas duas operacoes tem o mesmo efeito
de, simplesmente, adicionar a producao ps. Isto sugere uma forma mais economica
de escrever varias funcoes adaptativas que evita essa redundancia: listar, em cada
funcao adaptativa, todas as producoes da gramadtica subjacente incluindo em agoes el-
ementares de insercao todas aquelas que devem fazer parte do conjunto de produgoes
aplicaveis e incluindo todas as outras em acoes elementares de remocao.

Nessas condigoes a gramdtica livre de contexto adaptativa GA = (G, [P],0,.A) sem
verifica¢io de aparéncia gera a linguagem L = {a"b"c" : n > 1}.

Derivacao de a’b3c?:

Com efeito:

i | Passo i da derivagio | Produgao aplicada no passo i | [P

0 {[pa], Ip2], [pal}
! S =iy AC ] =S = {A()}SC {[pr); [pa], [pa]}
2 = 2AVC [po] = A~ {A;()}aSb {ps]}

3 =] 0AbC 3] = C — {As()}cC {Ip], [pa], [pa]}
4 = [ps) @0 AbbCC [p2] = A — {As()}aSb {[ps]}

5 =1, aaAbbecC [ps] = C — {A3()}cC {Ip1], [p2], [pal}
6 :>gg4] aaabbbccC [ps] = A — {A4() }ab {[ps]}

7] =y aoabbbece [ps] = C = {A:;(}e {[p1], [p2], [pa] }
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Exemplo 3.2.7 Gramatica livre de contexto adaptativa para a linguagem
L ={ww:w € {a,b}t}. Consideremos a gramdtica matricial:

Go = ({S. A, B}, {a, b}, M, S)

com
M — {m17m27m37m47m5}7
sendo
my =[S — AB], mg =[A — aA,B — aB], mg=[A— bA, B — bB],

my=[A—a,B—al, ms=[A—0bB—b.
Definimos o conjunto P, formado por todas as produgoes que compoem as matrizes
de M:

P={p=5—AB,po=A — aA,p3=B — aB,py=A — bA,ps = B — bB,
ps=A—apr=B—ap=A—bp =B—b}

Aplicando o método de demonstracao do lema 3.2.6 a gramdtica livre de contexto
matricial Gy do exemplo 2.1.2 da se¢ao 2.1, obtemos a funcao adaptativa:

{1, P2, pas P6, P8}, P = P,
{p3}’ b = D2,
{P1,p2,p4ap6,p8}, b = Dps,
{ps}, P = pa,
.A(p) = {p1,p2,p4ap6,p8}, pP=D5.
{p7. }, p = De,
{pl,p2,p4,p6,p8}, p = Dpr,
{P9}= b =Ds,
{P1,p2,p4ap6,p8}, b = DPy.

Observamos que, na demonstracao do lema 3.2.6, o conjunto inicial de produgoes
livres de contexto adaptativas € formado pelas primeiras producies de todas as ma-
trizes; foi assim que definimos Py no exemplo anterior; essa definicdo contempla a
possibilidade de o simbolo inicial aparecer em todas as primeiras producoes de todas
as matrizes. Mas, neste caso particular, o simbolo inicial aparece somente na matriz
my e podemos definir o conjunto inicial de producoes livres de contexto adaptativas
como:

[Po] = {[p] = 5 — {A()}AB}.

Escrita desta forma, a funcao adaptativa A estd pronta para ser decomposta em cinco
fungoes adaptativas, sequndo a observagdo 3.2.1, A = {A1(), A2(), A3(), As(), As()},
e neste caso, o conjunto inicial de produgoes adaptativas é:

[Fo] = {lp1] = 5 = {A()}AB}
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e as funcoes adaptativas sao especificadas por:

«{41() ?2() «{4;;()
—[B — {Ai()}aB], | =[S — {A()}AB], | =[S — {Ai()}AB],
—[B — {A()}bB], | = [A — {A2()}ad], | —[A — {Ax()}ad],
—[B—{Ai()}a], |—[A—{A3()}b4], | —[B — {A()}bB],
—[B — {AQ}0], | —[B—{AQ}B], | —[A— {As3()}b4],
+[S — {AO}AB], | = [A— {A(}a], | —[A—{A()}q],
+[A = {A:()}ad], | = [B — {A(}d], |—[B—{Ai()}d],
+[A = {A30}104], | —[A—={A(0}0], | —[A— {As()}P],
+[A = {AsQ}a], | =[B—={AQ}], |—[B—{A()}0],
+[A—{As0}], |+[B—={A(}aB], | +[B — {Ai()}bB].
} } }

?4() ?5()

=[S = {AO}AB], | =[S = {Ai()}AB]

—[A = {A()}ad], | = [A — {Az()}aA]

—[B = {A:(}aB], | = [B — {Ai()}aB]

—[A = {A;0}0A], | —[A — {A30)}04],

—[B = {A:(0}bB], | —[B — {Ai()}bB]

—[A = {As()}d] —[A = {A()}d],

—[A— {A()}0] —[B — {A:i()}d],

—[B — {A5()}0] —[A — {As()}0],

;[B — {A:()}a] ;‘[B — {A1()}0]

Nestas condigdes, a gramdtica livre de contexto adaptativa GA = (G, [Py, 0,.A) sem
verifica¢ao de aparéncia gera a linguagem L = {a"b"c" : n > 1}.

Derivacao de bbaabbbaab:
Com efeito:
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1| Passo i da derivacao | Producao aplicada [P;]

0 {Ip:]. [p2], [pal. [pe], [ps]}
1 S :>Em] AB [pl] =5— {Al()}AB {[Pl]a [pg], [p4 [pfs ) [ps]}
2 =1 AB [pa] = A — {A;03104 [ {Ips]}

3 = (s DADB lps] = B — {A1()}0B | {[p1], [p2], [pal, [pe], [ps]}
4 = [py] DDADD [pa] = A — {A;0304 [ {Ips])

. =[5 DDADDB [ps] = B — {A10}bB | {[p1], [pa], [pal, [pe], [ps]}
6] =0, 00adbbB [[p] = A— {A:()}aA | {[ps]}

7 => (] bbaAbbaB [ps] = B — {Ai()}aB | {[p1], [p2], [p4], [ps], [ps]}
8| = bbaaAbbaB | [po] = A — {A:(}aA | {[ps]}

9| =, bbaaAbbaaB | [ps] = B — {Ai()}aB | {[pil; [pa]; [pal; [pe]; [ps]}
10 :>Er98] bbaabbbaa B ps] = A — {A5()}b {[po]}
1] =1 bbaabbbaab. | [po] = A — {A0}b | {[pi], [pa], [pa]. [pel. [ps]}
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Exemplo 3.2.8 Gramatica livre de contexto adaptativa para a linguagem
L = {a* : n > 0}. Consideremos a gramdtica matricial com verifica¢io de
aparéncia:

G3 - ({S,A,B,C, U}?{G}JM7 57 F)

com

M = {m17 ma, ms, My, m5}7
sendo

my=[B—-UA—-US—CC|, my=[S—UC—B| my=[C—UDB-—S5]|
my=[B—-UC—->US—A, ms=[5—>UA—a|

F={S—-UA—-UB—-UC-—U}

Aqui se apresenta o problema de distinguir as ocorréncias de uma mesma produ¢ao
em duas matrizes diferentes; por exemplo, nao é o mesmo aplicar a producao S — U
a matriz ms do que aplicd-la a matriz mq pois, no primeiro caso, essa aplicacdo deve-
ria ser sequida pela aplicacao da producao A — a e, no sequndo caso, pela producao
C — B. Em outros termos, o valor da fun¢ao adaptativa A nao estaria bem definido
para a producdo S — U.

Para evitar esse problema, devemos identificar univocamente cada producdo em cada
matriz: devemos distinguir as diferentes ocorréncias de cada producdo. Pode-se fazer
1sso atribuindo um nome diferente a cada ocorréncia de cada uma das producoes.

Definimos o conjunto P como a colecao de todas as produgoes que compoem as
matrizes de M

P:{ plzBHUv p2:A_)U7 p3:S_>CO, p4:S_>U,
p5:C_>B7 pGZC_>U7 p7:B_>S7 ngB—>U,
p=C—U po=S—A pn=5—-U, P12=A—>CL}

F={ m=B—=U p=A—-U p=5S—-U  p=C—U,
p8:B_)U7 p9:c_>U7 pllZSHU}
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Aplicando o método de demonstracao do lema 3.2.4 a gramdtica livre de contexto
matricial G do exemplo 2.1.8 da secao 2.1, obtemos a funcao adaptativa:

{p2}7 P = D1,
{p3}7 P = P2,
{p1, ps,p6. P8, P11}, P = D3,
{ps}, p = pa,
}pl,}m,pmps,pu}, P = Ds,
Py, P = Ds,
Alp) = {p1, 04, p6, 08, P11}, P = pr,
{pg}, P = Ds.
{p10}, P =Py
{p1,p4>p67p8>p11}, b = Do,
{p12}= P = P11-
{p1, P4, 06, P8, P11}, P = P12,

e o conjunto inicial de produgoes livres de contexto adaptativas é:

[Po] ={ [m] =B —={AQ, [p =5 —={AO,  [pe] = C — {A()}U,
[ps] = B = {AQ}U, [pu] =95 —={A0}U }

Escrita desta forma, a funcao adaptativa A estd pronta para ser decomposta em oito

fungoes adaptativas, seqgundo a observagao 3.2.1: A = {A1(), A2(), As(), As(), As(),
As(), A7(), As()}. Neste caso, o conjunto inicial de produgoes adaptativas é:

[Pl ={ [ =B ={A0U, [pd =5 —={A0U,  [ps] = C — {A(}V,
ps] = B — {40}, [pu] =5 — {As(}U }

e as funcoes adaptativas sao especificadas por:

?1() ?2()

—[B={A0U], +[A—={A0U], | —[B={A0U], —[A—{A0}U],
=[S = {A01CCT, 5 = {AO}U], | +I[S = {A(0}CCT, —[5 — {As()}U],
—[C—={A0}B], —[C—={A0U], | —[C—={A0}B], —[C—{A(0}U],
—[B—={As0}5], —[B—={40}U], | —[B—={As0}5], —[B—{4s(}U],
—[C={A 0], =[S ={4:034], | —[C—={AQU], —[5 = {A4A30)}4],
}— [ = {AsO3U], A — {A3()}d] }— [§ = {AsO3U], = [A— {A3()}d]
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?3() ?4()
+[B = {A0U], —[A—={A0}U], | —[B—={A0}U], —[4—-{A0}U],
=[S = {As0}CC], +I[S—={A0U], | =[5 —{A0}CC], —[5— {A(}U],
—[C—={A:0}B], +I[C—={A0}U], | +[C—{A;0}B], —[C— {A4A;()}U],
—[B—={A30}5], +[B—-{A0}U], | —[B—{As0}5], —[B—{A(}U],
—[C—={A0U], —I[S—={A4:0}4], | —[C—={A0U]., —[5—{A0}4],
}+ (S = {AsO}U],  —[A— {A3()}d] }— (S = {AsO}U],  —[A— {A3()}d]
?5() ?6()
=[B={A0}U], —[A—-{A0U], | —[B—={A(U], —[A—-{A0}U],
=[S = {As0}CC], —I[S—={A0U], | —[5—{A0}CC], —[S— {A()}U],
—[C—={A:0}B], -[C—-{A0}U], | —[C—{As0}B], —[C— {A;()}U],
+[B = {A30}15],  —[B—={AOU], | —[B—{A30}S], —[B—{A4s0)}U],
—[C—={A0U], —I[S—={A30}4], | +[C—={A0U], —[S—{As0}4],
} =[S = {As0}U], —[4A— {A3()}d] } =[S = {As0}U], —[4A— {A3()}d]
Az () As()
{ {
=[B—={A0}U], —[A-{A0U], | —[B—={A(U], —[A—{A0}U],
=[S = {As0}CC], —I[S—={A0}U], | —[5—{A0}CC], —[S— {A()}U],
—[C—={A:0}B], -[C—-{A0}U], | —[C—{As0}B], —[C— {A;()}U],
—[B—={A30}5], —[B—-{A0}U], | —[B—{As0}5], —[B—{A4As()}U],
—[C—={A0U], +I[S—={A:0}4], | —[C—={A0U], —[S—{A0}4],
=[S = {As0}U], —[A— {A3()}d] =[S = {As0}U], +[A— {A3()}d]

Nessas condigoes, a gramdtica livre de contezto adaptativa GA = (G, [Pyl [F],.A)

gera a linguagem L = {a*" : n > 0}.
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. ~ 3
Derivacao de a?

i | Passo i da derivagcao | Producao aplicada [Pi]

0 {[pl]a [P4], [PG], [PSL [Pu]}
! S =t 8 p]=B— {AO}U |7

2 = S o] = A= {A0YU | {[pa}

3 =y CC [ps] = S — {AOYCC | {[p1]. [pal. [ps]. [ps], o]}
4 = CC i =5 = {A0YU [ {Ips}

5 =1,y BC ps] = C — {AQ0}YB [ {[pi], [pa], [po], [ps], [pu]}
6 = BC =5 = {AOIU [ {[ps}

7 =,y BB ps] = C = {AQ}YB [ {[pi], [pal, [po], [ps], [pu]}
8 =] BB ps] = C = {AQ}YU | {[p7]}

9 =1y BS pr] = B — {A0}S | {[p], [pa]. [pel. [ps], [pu]}
9 =i BB s = C — {AOU [{Ip)}

10 = e 99 7] = B — {AQ}YS | {Ip1]. [p]. [pel, [ps], [pu)}
11 S =t S8 ] =B~ {AOU | 7

12 =t S ] = A= {A0YU [{[ps}

13 =y SCC [ps] = S — {AQYCC | {[pi]. [pal, Ipel. [ps]. i)}
14 S:>f;jf SCC 1] =B — {AO}U | 7

15 =) SCC o] = A= {A0YU [ {[pal}

16 =, CCCC ps] = S — {AQYCC [ {[p1]. [pal; [pel: [ps]: (i)}
17| =wrcccC |l =S5—{A0U [ {lps]}

18 =0 CCBC ps] = C — {A0YB | {[pi]. [pal, [pel. [ps]. i)}
19] =@ CCBC |l =S—{A0 | {lps]}

20 =t BCBC ps] = C — {AOYB | {[pa], [pal; e, [ps] i)}
21| = BCBC  |lpd =5~ {A0U | {lps)}

22 = BCBB ps] = C — {AOYB | {[pa], [pal; e, [ps]s i)}
23| =7 BCBB | [p) =S5~ {A0NU | {Ips}

24 =i, BBBB ps] = C — {AOYB | {[pi], [pal: o), [ps]: i)}
25| =i’ BBBB pe] = C — {A0YU [ {[p:]}

26 =iy SBBB pr] = B — {AQ0YS [ {[pa], [pal. o], ps], [pu)}
27 " SBBB__ |[ps] = C — {AQJU | {lpr)}

28 =i, SBSB 7] =B — {A0YS | {[p], [pal: o), [ps], i)}
20| =USBSB |lp) = C — {AQIU | {lpdl}

30 = SBSS 7] = B — {AQYS [ {[pi]. [pal; [pel: [ps]: i)}
31 [l SBSS ] = C = {AOYU [ {Ip]}

32 =) 9955 7] = B — {AO}S | {Ipa]. [pal. oo, [ps], o]}
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i | Passo i da derivagao | Producao aplicada [Pi]

33 S ;sg;jf 5558 ;] =B— {AOU | 7

34 w8558 [po] = A = {AQYU | {[ps]}

35 :>:[)’§3 SSSCC [ps] = S — {AQ0}YCC | {[p1], [pal; [pe]; [ps], [P11]}
36| S ;sac‘]‘ SSSCC | ml=B—{A0YU |7

37 o SSSCC | [pp)=A— {AOU | {[psl}

38 :>f§’3 CCSSCC [ps] = S — {AQ0}YCC | {[p1], [pal; [pe]; [ps], [P11]}
39| S=17 CCSSCC |[p]=B—{AOWU |~

40| =7 CCSSCC ] = A— {A0U | {lps}

A1 = €CCCSCC | [ps] = S = {AQYCC | {[pa], [pal, [ps], [ps], [P}
12| § =7 COCCSCC |[p]=B—{A0W |~

43| =0 CCCCSCC | p] = A— {AQYU | {lps]}

44| =i €CCCCCCl | [ps] =S = {AQICC | {[p], [pa], [ps], [ps], [P}
45| =, ccccecCl [lpd =5 — {A01U | {psl}

46| =T, CCCCCCCB |lps] = C — {A30}B [ {Ip1], [pa], [pe], [ps], [pi]}
AT| =8, CCCCCCCOB | [pa] =S = {A03U | {Ips]}

48| =9, CCCCCOBB_|ps] = C = {As0}B | {Ipi], [pd], [psl, ps], [pni]}
19| =10 CCCCCOBB |[pd =S = {A0JU [{lps]}

50| ={L, CCCCCBBB |[ps] = C = {A;0}B [{Ipi], [pal, [po], [ps], [P}
51| =} CCCCCBBB | [p] =S — {A0}U [ {lps]}

52| =13 CCCCBBBB | [ps] = C — {40} B [ {Ip], [pal, [pel, [ps], [pual}
53| =1 CCCCBBBB |[pJ =5 — {400 [{lps]}

54| =, CCCBBBBB | [ps] = C — {As0}B | {[p1], [pal, [pe], [ps], [p1a]}
55| =%, CCCBBBBB |[pJ]=5— {A0}U [{[ps]}

56 | =, CCBBBBBB | [ps] = C — {A30}B | {[p1], [pal, [pe]. [ps]. [p1a]}
58| =% CCBBBBBB |[pJ=5— {A0}U [{[ps]}

59 | =1 CBBBBBBB | [ps] = C — {A30}B | {[p1], [pal, [pe]. [ps]. [p1a]}
60 | =0, CBBBBBBB |[pJ]=5— {A0}U [{[ps]}

61| =1,y BBBBBBBB | [ps] = C — {A30}B | {[p1], [pal, [P, [ps], [pra]}
62| =2 BBBBBBBB |[ps] = C — {A;0}U |{[pi]}

63| =3, SBBBBBBB |[[p:] = B — {As0}S [{Ipi], [pal. [pe, [ps], [P}
64| =7 SBBBBBBB |[ps] = C — {4010 |{lp:]}

65| =2 SSBBBBBB |[p:] =B — {As0}S [{lpi], [pal [pe], [ps], [pua]}
66| =5 SSBBBBBB |[ps] = C — {A;0}U |{[pi]}

67| =17 SSSBBBBB | [ps] = B — {As0}S [{Ipi], [pal, [po], [ps], [P}
63| =1 SSSBBBBB |[ps] = C — {A;0}U |{[p]}
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i | Passoi da derivagao | Produgdo aplicada | [P;]

69| =, SSSSBBBB |[p7] = B — {As0}S [{lp1]. [pa]. [pe], [ps], [pu]}
0] = SSSSBBBB | [ps] = C — {A:;0}U | {p]}

71| =0 ,5SSSSSBBB |[p:]= B — {As0}S | {lp1], [p4], [pe], [ps], [pui]}
72| =02 SSSSSBBB | [ps] = C = {A:;(0}U | {[p:]}

73 :>[61§)7] S55555BB [p7] =B — {A:’»()}S {[p1]> [P4]> [P6]> [PS], [Pn]}
74| =0 SSSSSSBB | [ps] = C = {4010 | {p]}

75 :>[61057} 55555558 [p7] =B — {A:’»()}S {[p1]> [P4]> [P6]> [PS], [Pn]}
76| =05 SSSSSSSB | [ps] = C — {4010 | {p]}

77| =W, 55555555 [p:] = B — {As0}S [{lp1], [pal, [pe, [ps], [pu]}
8| =i 55558555 |ps] = B — {A03U | {lpr)}

19| =00 58558555 [Ipe] = C — {A:0}U | {lp)}

80 :>Egm] AS555555 [plo] =5— {A?»()}A {[p1]> [P4]> [P6]> [PS], [Pn]}
81| =" ASSSSSSS | [ps] = B — {A0}U | {[pi]}

82| =027 ASSSSSSS [ lps] = € = {A:0}U [{lp:}

83| =73 | AASSSSSS | [pw] = S — {AsO}A | {Ip], [pal, pel. [ps], [puil}
84| =1 AASSSSSS | lps] = B — {A0}U | {[pi]}

85| =p7 AASSSSSS [ lps] = C — {A:0}U [{lp:]}

86 | =10 AAASSSSS |[[pw] = S — {AsO}A [ {Ip], [pa], pel. [ps], [puil}
87| =i AAASSSSS | [ps] = B — {A0}U | {[pr]}

88 | =0T AAASSSSS [ [ps] = C — {A:(0}U [{lp:}

89| =1° AAAASSSS |[[pw] = S — {AsO}A [ {Ip], [pa], pel. [ps], [puil}
90 | = AAAASSSS |ps] = B — {AO}U | {lp]}

01| = AAAASSSS | [ps] = C = {A:0}U | {[p:]}

92| =4 AAAAASSS | [pw] =S — {AsO}A | {[pi], P4, [pe], [ps], [P11]}
03 | = AAAAASSS | [ps] = B — {A0}U | {lpi]}

04| =" AAAAASSS | [po] = C — {A4:0}U | {[pi]}

95 :>?p510} AAAAAASS [plO] =5 — {A3()}A {[pl]> [p4]> [p6]> [pS]a [pll]}
96 | =0 AAAAAASS | [ps] = B — {A0U | {[pi]}

07 | =T AAAAAASS | [ps] = C — {A:0}U | {[pi]}

98 :>?;§10} AAAAAAAS [plO] =5 — {A3()}A {[pl]> [p4]> [p6]> [pS]a [pll]}
99 | =" AAAAAAAS | [ps] = B — {A03U | {lpr]}
100 | =" AAAAAAAS [ [ps] = C = {A:03U | {[pe]}
101 :>$[210} AAAAAAAA [plo] =5— {A?»()}A {[p1]> [P4]> [P6]> [PS], [Pn]}
102 :f?:} AAAAAAAA [pn] =5 — {As()}U {[Pm]}
103 | = aAAAAAAA | [pio] = A — {AsO}a | {[pd], [pa]. [pel, [ps]. [pui]}
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i | Passoi da derivagao | Produgdo aplicada | [P
104 éﬁfgg] CAAAAAAA [ [pr] = S = {AO}U | {[psal}
105 ac g WAAAAAA | [po] = A — {A30}a | {[p1]; [pd], [ps]; [ps]; [p1i]}
106 Lpu aaAAAAAA p11] =S — {AsO}IU | {[p12]}
107 :>([;@cl | aaaAAAAA | [po] = A — {A30)}a | {[p1]; [pa], [pe]: [ps]. [p11]}
108 ;»f[;;fj] aaaAAAAA | [pn] = S — {AsO}U | {[p12]}
109 Lm aaaaAAAA [p12] = A — {A30)}a | {[pi1], [pa], [ps], [ps], [p11]}
00| =t aaaaddAA | [pu) =8 — (AO1U | {[pa]}
H1] =f aacaaddA | [pi] = A= {AsOYa [{[pi], [pd]. [pe], [ps], [pul}
112 [pw] aaaaaAAA [p11] = S — {AsO}U | {[p12]}
113 CLl; 2 aaaaaaAA [p12] = A — {As()}a | {[p1]; [p4], [e]; [ps], [p11]}
14| =f aaaaedA | [pu] =S = {AsO}U | {[pro]}
115 é‘ﬁf? aagaaaaA | [pio] = A = {As()}a | {[pi]; [pal; [pel, [ps], [pr]}
112 = o] aaaaaaaA [p11] = S — {AsO}U | {[p12]}
113 o aaaaaaaa | [po] = A — {AsOYa [ {[p], [pa]. [pel, [ps]. [P}
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3.2.4 Conversao de gramaticas programadas para gramaticas
livres de contexto adaptativas

Aplicando aqui a demonstracao construtiva utilizada na prova do lema 3.2.6 para
“traduzir” os exemplos de gramaticas livres de contexto matriciais com verificacao
de aparéncia para gramaticas livres de contexto adaptativas com verificagao de
aparencia.

Exemplo 3.2.9 Gramética programada G; = (G,s, f) para a linguagem
L = {a™"c : n > 1}. Consideremos a seguinte gramdtica livre de contexto
Gr = ({S,A,B,C},{a,b,c}, P,S), cujo conjunto de producoes e funcoes de sucesso
e falha sao definidos como seque:

P s(p) | f(p)
pr=S5— ABC | {pa,ps} | 0
pr=A—aA {p3} 0
ps =B — bB {p4} 0
ps=C — cC {pz;ps} 0
ps=A—a {pﬁ} 0
pe =B —b {p7} 0
pr=C —c 0 0

Aplicando o método de demonstracao do lema 3.2.8 a gramdtica livre de contexto
programada G, do ezemplo 2.53.1 da se¢ao 2.2, obtemos a funcdo adaptativa:

{pg,p5} sep=pi,
{p:s} se p=Dp2,
{p4} se p = ps,

A(p) = | {p2,ps} sep=pu,
{pﬁ} S€ P = Ps,
{p7} S€ P = Ds;
0 se p = pr.

Definimos o conjunto inicial de producoes como:
By =A{lp] = 5 = {A(Q}ABC}

Nestas condigées, a gramdtica livre de contexto adaptativa GA = (G, [Po), 0, A) gera
a linguagem dependente de contexto: L = {a™b"c" :n > 1}.

Derivagao de a’b3c?:
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Com efeito:
i | Passo i da derivacao | Producao aplicada [Pi]
0 S {[p:]}
1 =p ABC =5 — {AQABC | {[pa], [ps]}
2 =p, AABC p2=A—{AQ}tad | {[ps]}
3 =, ¢ADBC ps =B — {A()}0B {lpa]}
4 = py AAbBcC ps=C— {AQ}cC | {[p2], [ps]}
5 =, aaAbBcC pe=A— {A()}aA {lps]}
6 =, aaAbbBcC ps =B — {A()}bB {[pa]}
7 =, aaAbbBccC py=C — {A()}cC {Ip2], [ps]}
8 =, a’bbBccC ps=A—{A(}a {lps]}
9 =5 @203 ccC ps =B — {A()}b {[p7]}
10 =, a’b3c pr=C—{A(}c 0
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Exemplo 3.2.10 Gramadtica programada Gy = (G, s, f) para a linguagem
L = {ww : w € {a,b}T}. Consideremos a sequinte gramdtica livre de contexto
programada Gg = ({5, A, B},{a,b}, P,S), cujo conjunto de producdes e funcées de
sucesso e falha sao definidos como seque:

P s(p) f(p)
pr=58— AB {p2>p3,p6,p7} 0
pa=A—aA {ps} 0
p3=A—bA {ps} 0
ps =B — aB | {ps,ps,ps, 07} | 0
ps = B — bB {p2>p3,p6,p7} 0
pe=A—a {ps} 0
pr=A—b {pg} 0
ps=B—a {p1} 0
po=B—b {p1} 0

Neste caso, como no exemplo anterior, ndao existem producoes a serem aplicadas em
modo de verificacao de aparéncia.

Aplicando o método de demonstracao do lema 3.2.8 a gramdtica livre de contexto
programada Gg do exemplo 2.5.2 da secdo 2.3, obtemos a func¢ao adaptativa sequinte:

{P2;p3=p67p7} sep=n
{pa} sep = po
{ps} sep=ps3
{p2,p3. 06,07} sep=pa
A(p) =3 {p2,p3.p6: 07} sep=ps

{ps} se P =Dpe
{po} sep=pr
{P1} sep=ps
{p:} sep=py

Definimos o conjunto inicial de produgoes como:
Py ={lp] =5 — {A()}AB}

Nessas condigoes, a gramdtica livre de contexto adaptativa GA = (G, [Py],0,.A) gera
a linguagem dependente de contexto: L = {ww : w € {a,b}*}.

Derivacao de bbaabbbaab:
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Com efeito:

i | Passoi da derivagdo | Producao aplicada no passo i | [P;]
0 S {lp]}
1 = p1 AB p=5— {A()}AB {[p2]’ [p3]a [p6]> [p7]}
2 =p, bAB ps = A — {A()}bA {[ps]}
3 = p, bALB ps = B — {A()}bB {[p2]; [ps) [ps], [pr]}
4 =, 0bADB ps = A — {A()}bA {[ps]}
0 =>p, bbADE ps = B — {A()}bB {[p2]; [ps] [ps], [pr]}
6 =y, bbaAbB py = A — {A()}aA {[pa]}
7 = py bbaAbbaB pa=B— {A(}aB {[p2l; [ps], [ps], [p7]}
8 =, bbaa Abbaa B pr=A— {A()}aA {[pa]}
9| =y, bbaadbbaaB | ps= B — {A()}aB {[p2], [ps], [ps], [p7]}

10 =, bbaabbbaa B pr=A—{A(}b {Ipo]}

11 =, bbaabbbaab po =B — {A()}b {Ip]}
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Exemplo 3.2.11 Gramadtica programada Gy = (G, s, f) para a linguagem
L ={a*" :n > 0}. Consideremos a sequinte gramdtica livre de contexto programada
Gy = ({S, A}, {a}, P,S), cujo o conjunto de produgées e fun¢ies de sucesso e falha
sao definidos como seque:

P s(p) | f(p)
pr=5—AA | {pi}| {p2}
pr=A—S |{p2} | {p1.ps}
ps =95 —a {p:s} 0.

Aplicando o método de demonstracao do lema 3.2.8 a gramdtica livre de contexto

programada Gg do exemplo 2.3.3 da secao 2.3, obtemos as novas funcoes de sucesso
e falha:

Pl si(p) fi(p)

b1 {Pl, Ch} 0

P2 | {p2; @2} 0

p3 | {p3, a3} 0.

q1 0 {pz; Q2}

q2 0 {P17P3>Q1,CI3}
g3 0 0.

O conjunto de producoes aplicdveis em modo de verificacdo de aparéncia é
F:{ql:S—>AA,q2:A—>S,q3:S—>a}

Sequindo o método utilizado na demonstragao do lema 3.2.8, definimos a fun¢ao
adaptativa:

{P1>CI1}, b =D,

{Pz%]z}’ b = D2,

Afp) — J 1P}, P =Dps,
(p) {p2>Q2}7 P =qi,
{p1.pssa a3}, P =qo,

0 P =qs.

O conjunto de producgoes iniciais é:
Py ={[p] =8 = {A0}AA, [ps] = 5 — {A()}a}

Nessas condigoes, a gramdtica livre de contexto adaptativa GA = (G, [Py],0,.A) gera
a linguagem L = {a*" : n > 0}.

. ~ 3
Derivacao de a*:
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i | Passo i da derivagao | Produgdo aplicada no passo i | [P]
0 S {lp}
1 :>11131 AA P11 = S — {AO}AA {[p1]> [QI]}
2 = AA ¢ =S — {A)}AA {[pa], [aol}
3 :>22 SA pp=A— {A()}S {[p2]> [QQ]}
4 =p, 59 p2=A—{AQ}S {[p2]; 2]}
5 =4 S8 ¢ =A— {A)}S {[p]. [ps),
6 :>21 AAS P11 = S — {AO}AA {[p1]> [QI]}
7 =, AAAA p =S — {A()}AA {[p1], [0}
8 =g AAAA =5 — {A()}AA {[ps], [02}
9 :>1972 ASAA pp=A— {A()}S {[p2]> [QQ]}
10 =, ASAS p2=A—{AQ}S {[p2], lg2]}
11 =, ASSS ps = A— {A()}S {[pa], [22}
12 =, 5955 P2 =A—{AQ}S {[p2], lg2]}
B[  =%"5955  Jg=A—{A(}S {[p1]. [ps),
14 =, AASSS P =5 — {A(}AA {[p1), a1}
15] =2 AAAASS  [pi=5—{A()}44 {[p1], [0}
16| =, AAAAAAS | p1 =5 — {A(}AA {[p1), o]}
17| =, AAAAAAAA | p =8 — {A(}AA {[p1], [@]}
18| =4 AAAAAAAA |q1 =5 — {A()}AA {[pa]. [ao]}
19| =, SAAAAAAA [ po=A— {AQ}S {[p2], [a2]}
20| =, SSAAAAAA | p,=A—{A(}S {[p2]; [a2]}
21| =, SSSAAAAA |py=A— {A(}S {[p2], [a2]}
22| =, SSSSAAAA |p,=A—{A(Q}S {[p2], lg2]}
23| =, SSSSSAAA | p,=A—{A(}S {[p2]; [a2]}
24| =, SSSSSSAA | p,=A—{A(}S {[p2], [a2]}
25| =, SSSSSSSA | p,=A—{A(Q}S {[p2]; [a2]}
26| =, SSSS985S | pa=A—{A(Q}S {[p2], [a2]}
27| =4 85555555 | gp=A— {A(}S {[p]; [ps),
28| =,7aSSSSSSS  |ps=S—{A(}a {[p1], [ps];
20|  =,,aaSS5SSS | ps =S —{A(}a {[ps]; [as]}
30 =2 aaaSSSSS ps =S — {A(}a {ps], [}
31| =, a00aSSSS  |ps =S — {AQ}a {[ps], [as]}
32 =" aaaaaSSS ps =S — {A(}a {ps], (@]}
33| =, aaaaaaSS  |ps =S5 — {A(}a {[ps], lgs]}
34 =0 aaaaaaas ps=5—{A(}a {ps], (@]}
35 =% aaaaaaaa ps=5—{A(}a {ps], (@]}
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3.3 Resumo

Neste capitulo provamos, por construcao, que as gramaticas livres de contexto adap-
tativas com verificagao de aparéncia permitem simular a operacao das gramaticas
livres de contexto com mecanismos de controle e verificacao de aparéncia apresen-
tadas no capitulo 2. Desse modo, provamos que o formalismo proposto neste capitulo
tem poder de maquina de Turing, e determinamos formas para sua conversao entre
os diversos formalismos.

Mais ainda, provamos, também por construcao, que as gramaticas livres de
contexto adaptativas com verificacao de aparéncia podem ser simuladas pelas grama-
ticas livres de contexto com linguagem de controle regular e com verificacao de
aparéncia e, assim, podemos intercambiar qualquer par destes cinco formalismos na
representacao de uma linguagem.

Vamos fazer uso dessa equivaléncia no capitulo 4, em que apresentamos um
método de construgao de um analisador sintatico nao-deterministico para linguagens
dependente de contexto obtido a partir gramaticas livres de contexto com linguagem
de controle regular e com verificagao de aparéncia.
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Capitulo 4

Analisadores para gramaticas
controladas

Neste capitulo, discutimos a infraestrutura necessaria para obter reconhecedores as-
cendentes e descendentes para as gramaticas com mecanismos de controle estudadas
nos capitulos 2 e para as gramaticas livres de contexto adaptativas, estudadas no
capitulo 3. Para a geracao desses analisadores, baseamos-nos nos teoremas 2.4.1 e
3.2.10 que garantem que as gramaticas livres de contexto com linguagem de controle
regular e verificacao de aparéncia podem simular qualquer um dos outros quatro dis-
positivos estudados nesta tese. Por este motivo, nos limitados a estudar a obtegao
de analisadores para essas gramaticas.

Na secao 4.1 apresentamos, um analisador ascendente baseado em automatos-
pilha, que opera em forma nao-deterministica, para as gramaticas livres de contexto
com linguagem de controle regular®). Para a implementacdo dessa ferramenta, é
necessario obter primeiro um automato finito a partir da expressao regular que
descreve a linguagem de controle de uma gramatica livre de contexto com linguagem
de controle regular e verificacao de aparéncia. Para esse fim usamos, na secao 4.2, o
algoritmo wirth2apel®”, (descrito no apéndice e que serve para obter automatos de
pilha estruturados a partir de gramaticas livres de contexto expressadas em notagao
de Wirth) para obter automatos finitos, requeridos para a construgao do analisador,
a partir de expressoes regulares escritas em notacao de Wirth.

Finalmente, na secao 4.3 discutimos, como obter analisadores descendentes
deterministicos baseados em automatos finitos adaptativos a partir de gramaticas
livres de contexto com linguagem de controle regular e verificacdo de aparéncia. A
construcao desses analisadores somente considera o caso em das graméticas livres
de contexto com linguagem de controle regular com conjunto de producoes tal que
0 unico nao-terminal que produz uma seqiiéncia de nao-terminais é o simbolo inicial

169
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da gramatica. Novamente, pelo teorema 3.2.10, essa discussao abre o caminho para
obter analisadores baseados em automatos adaptativos a partir de gramaticas livres
de contexto adaptativas com verificacao de aparéncia.

4.1 Analisadores ascendentes controlados

No final dos anos sessenta, alguns esforcos foram feitos para usar automatos-pilha
(SA, pelas suas siglas em inglés Stack Automata) como fundamento tedrico e pratico
para projeto e implementagao de compiladores.

Diferentemente dos automatos de pilha (em inglés, pushdown automata) essas
maquinas possuem uma pilha que pode ser acessada e alterada aleatoriamente. Os
SA foram introduzidos por Ginsburg e GreibachP, e os autores mostram como usa-
los para realizar verificacdo de tipos. Knuth e Bigelow®!l projetaram uma linguagem
de programacdao para SA e Harrison e Schkolnik[®?! desenvolveram uma caraterizacio
gramatical dos SA.

Nesta secao, derivamos um automato-pilha para gramaticas com conjunto de
controle regular; modificando ligeramente a operacao dessa méaquina obtemos um
analisador ascendente que opera fazendo reducoes na forma sentencial corrente, tro-
cando o lado direito das producgoes da gramatica pelo correspondente lado esquerdo.
Como esses autématos reconhecem linguagens dependentes ao contexto®¥!, obtemos
analisadores dependentes de contexto.

4.1.1 Introducao

Construimos analisadores para linguagens dependentes ao contexto seguindo os trés
passos seguintes:

1. Projetar uma gramética livre de contexto com conjunto de controle regular R para
a linguagem-objetivo.

2. Construir o autémato finito F'A correspondente a uma expressao regular que define
o conjunto R.

3. Obter, a partir do autémato finito F'A, o correspondente 1-SA definido nesta secao.

4.1.2 Os analisadores

Automatos-pilha somente de leitura 1-SA, os quais podem escrever em qualquer
lugar da pilha mas somente podem ler a entrada uma vez, sao definidos por Ginsburg
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e Greibach[34 pgina 391, 1159 vamos modificar sua operacdo impondo as seguintes
restricoes:

1. pré-processamento: Empilhar toda a cadeia de entrada,

2. processamento: Examinar, de forma nao-deterministica, o contetido da pilha,
desde o topo até o fundo, para determinar uma produgao a ser aplicada; se uma
tal producao for encontrada, realizar a transicao e, depois disso, posicionar o
apontador da pilha para o topo da pilha,

3. condicao de parada: Parar aceitando caso a pilha estiver vazia e o 1-SA se
encontre num estado final.

Definigao 4.1.1 Um I-SA € uma sétupla SA = (Q,%, 1,9, qo, Zo, F'), em que:

~

. @ € um conjunto finito nao-vazio de estados,

NS

. X € o alfabeto de entrada,
3. 'UX € o alfabeto da pilha,

4. 6 € uma funcdo de Q x ¥ x I' em 2@*{=1LOIXT" " vue satisfaz a sequinte pro-
priedade: Se (p,e,w) € §(q,a,Z) e w # Z, entdo e = 0.

5. qo € Q € o estado inicial,

6. Zy € '\ X € o simbolo inicial da pilha,

7. F C Q € o conjunto de estados finais,
A interpretagao de (p,e,w) € d(q,a,Z) é a seguinte: Suponha que um 1-SA SA
se encontra no estado ¢, lendo a na fita de entrada e tendo Z na posicao apontada

pelo apontador da pilha. Embora possa haver outras escolhas nao-deterministicas,
o automato SA pode executar a seguinte sequiéncia de operacoes:

(i) ir ao estado p,

(ii) mover o cabegote de leitura da cadeia de entrada para direita se a # A, ou
manteé-lo na mesma posigao, em caso contrario,

(iii) deslocar o cabegote de leitura da pilha de uma posi¢do em dire¢ao ao fundo
da pilha se e = —1, desloca-lo de uma posicao em direcao ao topose e =1 e
manté-lo na mesma posicao se e = 0.
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A interpretagao de (p,0,w) € 6(q,a,Z) é a seguinte: Se SA estiver na configuragao
(q,a,Z), entao SA pode executar a seguinte seqiiéncia de operagoes:

(i) deslocar a cabega de leitura na fita de entrada, consumindo a se a # A,
(ii) ir ao estado p,

(iii) substituir Z por w na pilha.

Para outras defini¢oes e descricbes das operacoes do 1-SA remetemos o leitor a
referéncia original®¥.

4.1.3 Notacao abreviada

A fim de de poupar espago nos exemplos seguintes vamos escrever (p, w) € §(q, a, Z)
sempre e quando se verifique a propriedade no item 4. da definicao 4.3.1, i.e.
(p,0,w) € 6(q,a,Z). Veja a Fig. 4.1:

: (a, Z,w) @

Figura 4.1: Representacao grafica para (p,0,w) € 6(q, a, Z).

4.1.4 Construindo os analisadores

Seja GR = (G, R, F) uma gramatica livre de contexto com conjunto de controle
regular, em que G = (N, T, P, S) é uma gramadtica livre de contexto e F*' C P e R
é um conjunto regular sobre P. Pode-se observar que o conteudo da pilha do 1-SA
sera formado pelas formas sentenciais geradas por G.

1. Obter, usando o algoritmo wirthZ2ape, um autéomato deterministico completamente
especificado correspondente a uma expressao regular que define R. Recordemos, da
secao 2.4, que o alfabeto de entrada para esse automato serd {E/D : E — D € P}.

2. Inverter a orientacao de todas as transigoes e inverter os papéis entre os estados finais
e iniciais. Converter o automato resultante em um autémato finito deterministico.

3. Para cada transigao p € d(q, /D) no autémato, incluir uma transigao (p,0, E) ao
conjunto que define §(q, A\, (D)%) no 1-SA,
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4. Fazer que todos os estados iniciais do automato finito deterministico (item “2”
acima) sejam estados finais do 1-SA,

5. Acrescentar um novo estado ao 1-SA e criar uma transigao-A partindo deste estado
para o estado inicial do automato finito deterministico.

4.1.5 Navegagao na pilha

Até agora, o 1-SA construido ainda nao pode movimentar o cabegote de de leitura
da pilha. Isso pode ser obtido adicionando-se um par de lacos para cada transicao ja
existente no 1-SA.. Essa manipulagao pode certamente introduzir nao-determinismos
e também polui a notacao grafica; portanto, cada vez que que a Fig. 4.1 aparecer
em nossa representacao grafica, ela devera ser interpretada como mostra a Fig 4.2.
Assim, duas transicoes consecutivas subentendem um estado intermediario “oculto”,
que faz ao mesmo tempo o papel dos estados “s” e “r”. As quadruplas (A, —1, W, W)
e (A, 1, W, W) significam (r,—1, W) € §(r,\, W), e (p,1, W) € §(p, A\, W) respecti-
vamente. Por outro lado, em em outras transicoes, as referéncias aos estados ¢, p
devem ser trocadas por referéncias aos estados r, s respectivamente:

(>\7_15W5 W)7W¢Z (>\717W5 W)

A 0,2, 72 , 4, QA,O,W,W
T( )‘@ (a w) ‘p( )‘®

N

Figura 4.2: Interpretagao para (p,0,w) € §(q,a, Z) da Fig. 4.1.

4.1.6 Construcao das arvores de analise

A construcao da arvore de derivacao para uma palavra reconhecida pelas maquinas
descritas na secao 4.3 baseia-se nas seguintes observacoes: Ja que a cadeia de en-
trada é completamente empilhada antes do inicio do andlise, seu comprimento é
conhecido; adicionalmente, o comprimento do lado direito de cada produgao é con-
hecido; levando-se em consideracao essas duas informacoes, é possivel conhecer o
tamanho da pilha em qualquer momento da andlise e, como a busca de uma produgao
aplicavel sempre tem inicio no topo da pilha, é sempre possivel determinar o ponto
exato de aplicacao da producao correspondente.
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Vamos incluir essas informagoes nas tabelas de andlise dos trés exemplos a
seguir; nesses exemplos usamos a mesma estratégia empregada na subsecao 4.3.4
para obter os analisadores correspondentes aos exemplos 2.4.1, 2.4.2 ¢ 2.4.3. Em
todos os casos, apresentamos o automato-pilha, que aceita a linguagem gerada pela
gramatica do exemplo correspondente da secao 2.4, uma tabela descrevendo a analise
de uma palavra dessa linguagem, e a correspondente arvore de andlise para essa
palavra. Nas arvores de analise, etiquetamos as arestas com as producoes reduzidas,
indicando com superindices o instante de cada reducao.
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Exemplo 4.1.1 Analisador para a linguagem do triplo balanceamento, re-
conhecendo a palavra a®b3c3.

(o, \,0),Vo € X

N

(X, bAa, A)

A, A A, ¢, B A, ba, A A, BA, S
QO( )‘@( c )‘@( a )‘@( )

(X, Be, B)

Figura 4.3: Automato-Pilha que aceita a™b™c"

Acima, o analisador

que aceita a™b"c";

a direita a tabela

de andlise para a e
embaixo, a correspondente
arvore de andlise.

3b363,

\ time [o]J1]2[3]4]5]6]7]
c| B
cl|lc|B
clc|lc|B
b|l|b|lc|ec
b|b|b|b|B
b|b|b|b|c|B
ala|A]JA|b|D
ala|lalal|lA|A|B
alalalalal|lal|A|S
estado anterior | qo | g2 | 43| qa | 45 | 4 | 05 | @
produgao reduzida | — | ps | pa | p3 | p2 | P3| P2 | P1
estado corrente | q2 | q3 | qa | g5 | qa | g5 | | @
tamanho da pilha |9 |9 |4 |3 |2 |3 |2 |1
ponto de aplicagao | — | 9 | 4 |3 |2 3|2 |1

Figura 4.4: Arvore de derivacao para a

3b363
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Exemplo 4.1.2 Analisador para a linguagem cdépia, reconhecendo abbabb.

(o, N\,0),Vo € X2

(A 2,)

@

Figura 4.5: 1-SA que aceita ww

| time (01 [2]3]4]5]6]7]

Acima, o analisador que b|B|B
aceita ww,w € {a,b}*. b|b|b|B
A direita, a tabela de alalalalB
de andlise para abbabb; b|b|A|A|a|B
embaizo, a drvore b|b|b|b|A|A|B
de derivacao. alalalalalal|lA]lS
Observar que estado anterior | qo | @2 | qa | ¢G5 | 97 | 45 | Q6 | G5
acontecem escolhas produgao reduzida | — | po | ps | P7 | P3| D6 | P2 | P1
nao-deterministicas estado corrente Pl |G 19195 19%]| 5|
na pilha nos instantes nao-determinismo % | *
t=1et=2 da andlise. tamanho da pilha | 6 | 6 | 6 | 5|4 | 3 1

ponto de aplicacao | — | 6 | 3 |5 |3 |2 |1

Figura 4.6: Arvore de derivacao para abbabb



4.1. ANALISADORES ASCENDENTES CONTROLADOS 177

Exemplo 4.1.3 Analisador para a linguagem poténcia, reconhecendo a
palavra a?’. Este exemplo apresenta a operacdo do analisador correspondente a
gramdtica livre de contexto com linguagem de controle reqular com verificacao de
aparéncia do exemplo 2.4.3, e o correspondente automato.

O analisador resultante € altamente nao-deterministico: quase todas as produ-
coes sao reduzidas por escolhas nao deterministicas na pilha. Para nao poluir as
tabelas que descrevem a andlise, optamos neste caso por marcar apenas as escolhas
deterministicas na pilha. Fxistem apenas 7 dessas escolhas na andlise da palavra
a?’, que tem 35 passos.

Neste exemplo, quando se realiza uma redu¢ao sequndo alguma produgao mar-
cada para ser aplicada em modo de verificacao de aparéncia, a forma sentencial nao
se modifica. Isso faz com que sejam duplicados alguns nos na drvore de andlise;
entre as duplicatas, na drvore de andlise, colocamos uma aresta etiquetada com a
producao aplicada, com um superindice que indica o passo de aplicacao e um aster-
isco que denota que essa producao foi aplicada em modo de verificacdo de aparéncia.

As produgoes py e py sao reduzidas em modo de verificagdo de aparéncia nos
instantest =9, t =18, t =23, t =28, t = 31, t = 34, da andlise.

(o,\,0),Vo € 2 (A, S, A)

(A a,9) (A, AA, S)

Figura 4.7: 1-SA que aceita a®"

Na tabela a sequir, temos os primeiros doze passos da andlise e a primeira
reducao executada na pilha em modo de verificacao de aparéncia, sequndo a produ¢do
ps = A — X, noinstante t =9 da andlise:
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\ tempo (oJ1]2[3]4]5]6]7[8]9]10[11[12]
alS|S|S|S|S|S|S|S|S|A|A|A
ala|S|S|S|S|S|S|S|S|S|A|A
alalalS|S|S|S|S|S|S|S|S|A
alalalal|lS|S|S|S|S|S|S|S5]|S
alalalala|S|S|S|S|S|S|S5]|S
alalalalal|lal|S|S|S|S|S|S|S
alalalalalala|S|S|S|S|S|S
alalalalalala|la|S|S|S|S]|S

verificacao de aparéncia *

estado anterior W ||| | Q||| |e|a|a|a

produgao reduzida — | P5 | P5 | P5 | Ps | D5 | D5 | D5 | D5 | Pa| P3| P3| D3
estado corrente Q||| Q||| |2 |a|a|a|a
determinismo *

tamanho atual da pilha | — | 8 | 8 | 8 | 8 [ 8 | 8 | 8| 8| 8|8 |8 |8

ponto de aplicagao —| 8|76 |54 3|2 |1 |—|8]|7]6

Na tabela a sequir temos 0s doze passos sequintes da andlise e e duas redugoes

feitas na pilha em modo de verificacao de aparéncia, sequndo as produgoes po

S — X epy=A — X nos instantes t = 18 e t = 23 da andlise, respectivamente:

| tempo [ 13[14[15[16[17]18]19]20 |21 [22[23 |24 |
AlA|IA|A|AA
AlA|A|A|AA|S
AlA|AIA|AJA|A|S
A|lA|AA|A|A|A|S|S
S|A|A|A|A|A|A|A] S| S|S|A
S|IS|A|A|A|AAIA|S|S|S|S
S|IS|S|A|A|AA|AA|S|S|S
S|IS|S|S|A|AA|AA|S|S|S
verificacao de aparéncia * *
estado anterior Gl |la|la|la|la|e|e|e|e|e|a
produgao reduzida P3| P3| P3| P3| P3| P2 | PP |P1|p1|pa|Ds
estado corrente Gl |la|la|a|le|e|e|e|e|a|a
determinismo * *
tamanho atual da pilha | 8 | 8 | 8 | 8 | 8 [ 8 | 7T |7 |5 |4 |44
ponto de aplicacao o413 2|1 | =753 |1 |—|4

Na tabela a sequir temos trés redugoes das producoes po, py € py em modo de
verificacao de aparéncia nos instantes t = 28, t = 31 e t = 34, respectivamente:
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| tempo 125[2627[28[29]30]31[32[33[34]35|
AlA|AA
AlA|A|A|S
S|IA|A|A|A|S|S|A|AA
S| S|A|A|A|S|S|S|AJA|S
verificagao de aparéncia * * *
estado anterior Q| O | Q| Q| Q|0 |G| @R @]
produgao reduzida P3| P3| P3| P2 |p1|P1|Pa|DPs|P3|D2| D1
estado corrente Ol O | O | @O |G |@|R|¢|R| ¢
determinismo * * * *
tamanho atual da pitha | 4 | 4 |4 |4 3|22 |2 2|21
ponto de aplicacao 3121 | -3 |1 |—=]2]1]1]1

. X . ~ 3
Figura 4.8: Arvore de derivacio para a?

179
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4.1.7 Consideracoes sobre complexidade
Complexidade de tempo e espago para obter o 1-SA

Construir um automato finito nao deterministico para uma expressao regular dada
gasta tempo e espaco lineares em relagdo ao comprimento da expressao regular,
mas transformé-lo em um automato finito deterministico pode ocupar, no pior caso,
tempo e espaco exponenciais em relacao ao comprimento da expressao regular.

Complexidade de espaco da operacao do 1-SA

Na sua versao nao-deterministica, os 1-SA, conforme especificados na secao 4.3.2
ocupam uma quantidade de espaco linear em relacao ao comprimento n da cadeia
de entrada: n posi¢oes para armazenar a cadeia na fita de leitura e n posigoes
para empilhar a cadeia na pilha; dessa forma os 1-SA coincidem com os autématos
linearmente limitados, no sentido de utilizar somente quantidade de espaco que é
um multiplo do comprimento da cadeia de entrada, e esse resultado é coerente
com o fato de os 1-SA aceitarem linguagens dependentes de contextol®3. Assim, a
complexidade de espaco dos analisadores baseados em 1-SA nao-deterministicos é
linear, isto é O(n), em relagao ao comprimento da entrada de dados.

Complexidade de tempo da operacao do 1-SA

Cada vez que realiza uma reducao, o 1-SA percorre a pilha, em busca de uma
posicao para executar alguma transicao, realizar a reducao correspondente e retornar
o cabecote de leitura da pilha para que aponte novamente para o topo da pilha. No
pior caso, cada vez que realiza uma redugao, o cabecote de leitura da pilha pode
atingir o fundo da pilha, realizando um total de 2n movimentos, para uma pilha
de tamanho n. Asumindo que o analisador nao tém producoes a serem reduzidas
em modo de verificacdo de aparéncia, podemos obter um limitante inferior para a
complexidade de tempo da operacao do 1-SA da seguinte forma: Desconsideramos
as redugoes que trocam um simbolo por outro, pois elas incrementam o tempo de
operacao e estamos interesados num limitante inferior; portanto, assumimos que, a
cada redugao, é removido um simbolo da forma sentencial; se comecamos com uma
palavra de comprimento n a que a complexidade de tempo é limitada inferiormente
por: 2(n+(n—1)+(n—2)+...+2+1) = Q(n?). Porém, no caso de existirem
produgoes a serem reduzidas em modo de verificagdo de aparéncia (exemplo 4.3.3),
pode acontecer que muitas das redugoes do lado direito de uma producao para o
co-rrespondente lado esquerdo nao diminuam o tamanho da forma sentencial.
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4.2 O algoritmo wirth2ape

No apéndice A é descrito o algoritmo wirth2ape®, que usaremos nesta secao para
obter os automatos finitos que sao a base dos analisadores dependentes de con-
texto descritos na segao 4.3. Trata-se de um algoritmo para transformar gramaticas
livres de contexto, expressas em notacdo de Wirth!®!, em Autématos de Pilha
Estruturados®). Em particular, se a gramatica em questdo for uma gramética regu-
lar que nao seja livre de contexto, entao o algoritmo wirth2ape a transforma em
um automato finito nao-deterministico. Nas subsecoes a seguir discutiremos como
retirar, do automato obtido, algumas transicoes-A, eliminando, assim, alguns desses
nao-determinismos, e diminuindo a quantidade de estados do automato.

4.2.1 Colapsando estados

O algoritmo wirth2ape produz diversas transi¢oes-\, algumas das quais, que chamare-
mos colapsadores, podem ser eliminadas numa forma que vamos descrever nesta
secao, proporcionando um automato finito mais compacto que o original.

Para tanto vamos considerar o automato finito como um grafo dirigido; assim
sendo, dizemos que um subconjunto C', do conjunto de estados () do automato, é
uma componente fortemente conexo se, e somente se, entre dois quaisquer estados
q e p de C existem um caminho de ¢ a p e outro caminho de p a ¢ e todos os
estados desses caminhos pertencem a C'. Vamos descrever um algoritmo que elimina
colapsadores dentro dos componentes fortemente conexos do automato finito.

Algumas das transicoes-A que restam depois da eliminacao de colapsadores
agem como pontes orientadas entre componentes fortemente coneros do automato
finito (visto como um grafo orientado); denominaremos essas pontes de pontes-A.
Vamos descrever também um algoritmo de eliminacao de pontes-\ entre compo-
nentes fortemente conexos, obtendo assim um automato finito ainda mais compacto
do que aquele obtido depois de eliminar os colapsadores.

Esses dois algoritmos serao empregados em um algoritmo principal para elim-
inacao de colapsadores e pontes-A. O esquema do algoritmo baseia-se em uma analise
recursiva e o correspondente processo de sintese, para reorganizar os componentes
fortemente conexos, deve ser feito em sentido reverso, ou seja, do estado final para
o inicial, segundo uma ordenacao topoldgica das componentes fortemente conexas
que comeca na componente fortemente conexa que contém o estado ¢ e termina na
componente fortemente conexa que contém o estado ¢;.

Definigao 4.2.1 Seja Trans o conjunto de todas as transicoes do automato finito
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gerado pelo algoritmo wirth2ape. Se t € Trans entao t é da forma:

t=(q,a,p)

onde q,p sao estados pertencentes ao conjunto () dos estados do automato gerado
pelo algoritmo wirth2ape. Nessas condicoes, dizemos que q € o estado de partida da
transicao t e p € o estado de chegada da transicdo t.

Definigao 4.2.2 Seja q um dos estados gerados pelo algoritmo wirth2ape e a um
simbolo do alfabeto. Seja:

I'*(q) = {p € Q: 3 uma transicio t tal que t = (q,a, p) para algum a € 3.}

Definimos o grau positivo (ou de saida) do estado q como:
d*(q) = I (q)!.
Seja:
' (q) ={p € Q: 3 uma transicio t tal que t = (p,a,q) para algum a € 3.}

Definimos o grau negativo (ou de entrada) do estado q como:

Definigao 4.2.3 Seja Trans o conjunto de todas as transicoes do automato finito
gerado pelo algoritmo wirth2ape. Denominamos “colapsadores” todas as transicoes
t € Trans tais que

5(q,\) =p, ed™(q) = 1.

O conjunto de todas transicoes que sao colapsadores de Trans é denotado como
Colapsadores(Trans).

Definigao 4.2.4 Uma transi¢ao t = (q,a,p), com q,p € Q e a € ¥ € uma “ponte”
se ela une duas componentes fortemente conexas difererentes, isto €, se existem
C;, C;, componentes fortemente conexas tais que ¢ € C; e p € C;. Se a = X\ dizemos
que t € uma ponte-\.
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4.2.2 O algoritmo EliminaColapsadores

Algoritmo 4.2.1 EliminaColapsadores

Entrada: O conjunto Trans das transicoes geradas pelo algoritmo wirth2ape.

Saida: Um novo conjunto de transicoes Transy, sem colapsadores, que repre-
senta um automato finito FA(Trans,) equivalente ao autémato finito repre-
sentado por Trans, isto é, tal que L(FA(Transy)) = L(FA(Trans)).

Método

1. Para cada t € Colapsadores(Trans), com t = (q,a,p) sejam
min = minimo{q, p}
max = mazimo{q,p}

(a) Substituir cada ocorréncia de maz por min em todas as trasicoes de T

(b) Eliminar a transi¢ao
d(min, \) = min.

gerada mo passo anterior.

Fim-do-Método
Observacao 4.2.1 A substituicdo em (1.a) preserva o papel do estado final q;.

Observagao 4.2.2 A substituicio em (1.a) transforma circuitos de comprimento
2:
3(q,0) =p,0(p,\) =¢q, ed"(p)=d (p) = 1.
no lago correspondente
d(q,0) =q.
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4.2.3 O algoritmo EliminaPontes-\

Algoritmo 4.2.2 EliminaPontes-\

Entrada: O conjunto Trans das transicoes geradas pelo algoritmo wirth2ape,
particionado em duas componentes fortemente conezas C;, C;, e uma ponte-A
entre elas 6(q,\) = p, onde ¢ € C; ep € C;

Saida: Um novo conjunto de transicoes Transy, sem pontes, que representa um
automato finito FA(Trans,) equivalente ao representado por Trans, isto €,

L(FA(Trans,)) = L(FA(Trans)).
Método
1. Se d*(p) = 0 entao substituir todas as referéncias a q por referéncias a p.
2. Se d*(p) > 0 entdo

(a) Para cadar € Tt (a), tal que §(p,a) =r, com a € ¥ acrescentar a Trans
a transi¢ao 6(q,a) =r.

(b) Se p é estado final, entao marcar q como estado final.

Fim-do-Método
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4.2.4 O algoritmo ComponentesConexos

O algoritmo apresentado aqui é uma variacao do algoritmo de busca em profundezal*®!
(DF'S, pelas suas siglas em inglés: Depth First Search) em grafos dirigidos.

O algoritmo esta dividido em duas partes; a primeira serve como programa
principal; a segunda, denominada “Visitar”, é uma variacao sobre a forma de visitar
os vértices de um grafo dirigido do algoritmo de busca em profundeza e ela que faz
a identificacao dos vértices numa mesma componente fortemente conexa. Para sim-
plificar questoes sobre sobre passagens de parametros admitimos que essa segunda
parte tem acesso, em forma global aos parametros e variaveis do programa principal.

Definigao 4.2.5 Seja G = (V, E) um grafo dirigido e v € V um vértice. definimos
df snum(v) como o nimero de vértices visitados antes de visitar v no algoritmo de
busca em profundenza.

Algoritmo 4.2.3 ComponentesFortementeConexasDFS(G)

Entrada: Um grafo dirigido G = (V, E).

Saida: A lista dos vértices que pertencem a cada componente fortemente conezxa.
Método

1. Crie um novo vértice x com arestas x — v, Yv € V

Inicializar o contador N «+— 0

Inicializar a lista L «— ()

Construir uma drvore dirigida T, inicialmente com o vértice x

Visitar(z)
Fim-do-Método

Algoritmo 4.2.4 Visitar(p)

Entrada: Um vértice de uma drvore dirigida T .
Saida: A lista dos vértices que pertencem a cada componenete fortemente conezo.

Método

1. Adicionep a L
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2. df snum(p) = N
3. N=N+1

4. low(p) = df snum(p)
5. Para cada aresta p — q faca

(a) Se q nao pertence a T entdo
1. adicionep — q a'T
ii. visitar(q)
iii. low(p) = min(low(p), low(q))
(b) Fim-entao
(¢) CasoContrario {low(p) = min(low(p), df snum(q))}
6. Fim-Para
7. Se low(p) = df snum(p) entdao
(a) output ”componente fortemente conexa:”
(b) repetir
1. remover o ultimo elemento v da lista L
1. VMPTIMAT U
i1i. remover v do grafo G
(c) até v=p
8. Fim-Se

Fim-do-Método
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4.2.5 O algoritmo EliminaColapsadoresEPontes-)\

Algoritmo 4.2.5 EliminaTransicoesEPontes-\

Entrada: O conjunto Trans das transicoes geradas pelo algoritmo wirth2ape.

Saida: Um novo conjunto de transicoes Transi, sem colapsadores nem pontes-
A, que representa um automato finito FA(Trans,) equivalente ao autémato
finito representado por Trans, isto €, L(FA(Trans,)) = L(FA(Trans)).

Método
1. Trans,; = EliminaColapsadores(Trans)

2. Sejam Cy, . ..,C,, as componentes fortemente conexras do autémato represen-
tado por Transy, numa ordenacdo topologica onde qo € Cy e q1 € Cyp,

(a) Para cadai=0...m
aplicar o algoritmo EliminaColapsadores ao componente C;:
(b) Para cadai=m,m—1,...,1

Se existe uma ponte-\ entre C; e C;_1 elimind-las usando o algoritmo
EliminaPontes-\.

Fim-do-Método



188 CAPITULO 4. ANALISADORES PARA GRAMATICAS CONTROLADAS

4.2.6 Exemplo 1 de eliminagao de colapsadores

Neste exemplo vamos detalhar a execucao do algoritmo EliminaColapsadores quando
executado ao receber como dado a expressao regular, em notacao de Wirth:

FA = pi{paps}paps.

Essa expressao regular define a linguagem de controle da gramética Gy do exemplo
2.4.1. A Fig. 4.9 mostra a saida do algoritmo wirth2ape

Figura 4.9: FA original. Trés colapsadores: d(g2, \) = g3, (g5, A) = g3, 6(q7, A\) = q1.

O primeiro colapsador, (gs, A) = g3, é eliminado colapsando-se o estado g3 no
estado ¢9; o resultado da eliminagao é mostrado na Fig. 4.10. O estado g3 nao ¢
mostrado na Fig. 4.10, pois todas as transicoes que faziam referéncia a ele, diferentes
do colapsador eliminado, fazem agora referéncia a ¢s.:

P1 P4 Ps5 A
(a0 (@) ~(a0)—"2(ar
A
p2
pP3
q4 > g5

Figura 4.10: FA apés um passo. 2 colapsadores: d(gs, \) = 2, 6(g7, \) = @1

O segundo colapsador, §(gs, \) = ¢, é eliminado colapsando-se o estado gs
no estado ¢3; o resultado da eliminacao é mostrado na figura seguinte. O estado
g5 nao é mostrado na figura, pois a referéncia que a transicao 6(qq,ps) = ¢5 fazia
ao estado ¢s foi substituida por uma referéncia ao estado ¢4 e nao existem mais
transicoes, diferentes do colapsador eliminado, chegando ao estado g5 ou dele saindo.
O resultado estda mostrado na Fig. 4.11:
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4»@ P1 ‘%2\ P4 ‘@ Ps5 (a7 A

Figura 4.11: F'A apds dois passos. 1 colapsadores: §(q7, \) = ¢

Finalmente, o terceiro e ultimo colapsador, d(g7, A\) = ¢q1, é eliminado colap-
sando o estado g7 no estado q; o resultado da eliminacao é mostrado na Fig. 4.12.
O estado ¢; desapareceu pois a referéncia que a ele fazia a transigao 0(gs, ps) = qr
foi substituida por outra alusiva ao estado ¢:

4»@ P1 ‘% P4 ‘@ ps5
D

Figura 4.12: F'A ap0s trés passos. zero colapsadores

O automato acima é, salvo isomorfismo de estados, exatamente o mesmo que
o automato da Fig. 2.8 que define a linguagem de controle para a gramatica Gy do
exemplo 2.4.1.

O isomorfismo ¢, mencionado, estabelece uma relagao bijetora entre os estados
do automato na Fig. 4.12 e os estados do automato na Fig. 2.8, da seguinte forma:

qdo — qo,
a1 — q1,
q2 — 42,
q4 — g3,
de — q4.

Este isomorfismo conserva transicoes; isto quer dizer que se ¢, p sao estados
do automato da Fig. 4.12, entre os quais existe uma transi¢ao d(g,a) = p entao
d(#(q),a) = ¢(p) é a transigao correspondente no automato da Fig. 2.8.
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4.2.7 Exemplo 2 de eliminagao de colapsadores

Neste exemplo vamos detalhar a execucao do algoritmo EliminaColapsadores quando
executado ao receber como dado a expressao regular em notacao de Wirth:

FA = pi{paps|psp7 } (pspo|paps).

Essa expressao regular define a linguagem de controle da gramética GG1; do exemplo
2.4.2. A Fig. 4.13 mostra a saida do algoritmo wirth2ape.

Figura 4.13: FA original. 6 colapsadores: d(q2, A) = g3, 0(g5, A) = g3, 0(q7, ) = g3,
0(q12, A) = gs, 6(qi0, A) = gs, 0(gs, A) = @

A eliminagao do primeiro colapsador §(g2, A) = g3 colapsa o estado g3 no estado
¢2; as uUnicas transicoes, diferentes do colapsador eliminado, que faziam referéncia
ao estado g3, eram o segundo e o terceiro colapsadores, e tiveram essas referéncias
substituidas por referéncias ao estado ¢o. Todas essas mudancas sao mostradas na
Fig. 4.14:

Figura 4.14: FA ap6s um passo. 5 colapsadores: 0(gs,A) = q2, 6(g7,\) = qo,
0(qi2, A) = gs; 9(q10, A) = gs, 6(qs, A) = @1
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A eliminacdo do segundo colapsador 6(gs, A) = ¢ colapsa o estado g5 no estado
¢2; a Unica transicao, diferente do colapsador eliminado, que fazia referéncia ao
estado ¢s, era §(qq, ps) = gs, € ela teve essa referéncia substituida por uma referéncia
ao estado ¢s:

Figura 4.15: F'A apds dois passos. 4 colapsadores: d(q7, A) = q2, d(q12, \) = gs,
6(qi0, A) = gs, 6(gs, A) = @1

A eliminagdo do terceiro colapsador, §(q7, A\) = go, colapsa o estado g7 no
estado ¢q; a Unica transicao, diferente do colapsador eliminado, que fazia referéncia
ao estado ¢s, era 0(gs, p7) = @7, e ela teve essa referéncia substituida por uma
referéncia ao estado ¢o:

Figura 4.16: F'A apés trés passos. 3 colapsadores: 0(qi2, A) = ¢s, 9(q10,\) = s,
5(Q87 )\) =1
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A eliminagao do quarto colapsador, (q12,A) = gs, colapsa o estado g2 no
estado ¢g; a unica transicao, diferente do colapsador eliminado, que fazia referéncia
ao estado ¢ia, era d(qi1,ps) = G2, € ela teve essa referéncia substituida por uma
referéncia ao estado ¢g, conforme a Fig. 4.17

Figura 4.17: F'A apds quatro passos. 2 colapsadores: 0(qi0, A) = gs, 0(gs, \) = 1

A eliminagado do quinto colapsador, d(qi10,\) = gs, colapsa o estado g9 no
estado gg; a Unica transicao, diferente do colapsador eliminado, que fazia referéncia
ao estado o, era d(qo,p9) = qio, € ela teve essa referéncia substituida por uma
referéncia ao estado ¢g, como se pode observar na Fig. 4.18

Figura 4.18: F'A apds cinco passos. 1 colapsador: d(gs, \) = ¢

Vamos agora eliminar o ultimo colapsador.



4.2. O ALGORITMO WIRTH2APE 193

A eliminagao do tltimo colapsador, d(gs, A\) = ¢1, colapsa o estado gs no estado
q1; as referéncias ao estado ¢g, na transigoes §(qo, p9) = gs, 6(qi1,ps) = ¢s foram
substituidas por referéncias ao estado ¢;. Veja a Fig. 4.19.

Figura 4.19: F'A ap0s seis passos. zero colapsadores

O automato acima é, salvo isomorfismo de estados, exatamente o mesmo que
o automato da Fig. 2.9, que define a linguagem de controle para a gramética Gy
do exemplo 2.4.2.

O isomorfismo ¢, mencionado, estabelece uma relagao bijetora entre os estados
do automato na Fig. 4.19 e os estados do automato na Fig. 2.9, da seguinte forma:

do — 4o,
a1 — q1,
q2 — 42,
g4 — (3,
d6 — 44,
q11 — (gs,
q9 — gs-

Esse isomorfismo ¢ conserva transicoes; isto quer dizer que se ¢, p sao estados
do automato da Fig. 4.12, entre os quais existe uma transi¢ao d(g,a) = p entao
d(o(q),a) = ¢(p) é a transigao correspondente no automato da Fig. 2.8.
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4.2.8 Exemplo 3 de eliminagao de colapsadores e pontes-\

Neste exemplo vamos detalhar a execucao do algoritmo EliminaColapsadores quando
executado ao receber como dado a expressao regular em notacao de Wirth:

FA = {{p1}p2{ps}pa}ps{ps}

Essa expressao regular define a linguagem de controle da gramética Gy do exemplo
2.4.1. A Fig. 4.20 mostra a saida do algoritmo wirth2ape:

Al | P1 A

pP3
6
A N Ps5
—(q0 »( g2 q9 ~M
) ps O )\

Figura 4.20: FA original: 7 colapsadores

O autdomato possui 7 colapsadores: §(qo, A) = ¢2, (g4, A) = ¢3, I(¢5, \) = g,
3(q7, A) = g6, 0(gs, A) = g2, 6(qo, \) = quo, € (q11, A) = q10. A eliminacao do primeiro
colapsador, colapsa o estado gs no estado ¢qy. Veja a Fig. 4.21:

() (@)
APl A

>~ d

A

P3
6
Byt
q9 q10 »d11
ps /A
A

Figura 4.21: F'A apds um passo: 6 colapsadores

A eliminagao do segundo colapsador, d(qs, A) = g3, colapsa o estado g4 no
estado ¢3; a tnica transigdo que referenciava o estado g4 era §(gs,p1) = q4 € essa
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referéncia foi substituida para referenciar o estado ¢3, produzindo um lago no estado
q3, como mostra a Fig. 4.22.

Figura 4.22: F'A ap6s dois passos: b colapsadores

A eliminagcao do terceiro colapsador, d(gs, A) = gg, colapsa o estado gg no estado
gs; as duas producoes que referenciavam o estado gs, 0(gs, p3) = g7, € 6(q7, ) = gs,
tiveram suas referéncias substituidas para referenciarem o estado ¢;. A Fig. 4.23
apresenta todas essas alteragoes:

> »q11
Ps A

Figura 4.23: F'A ap0s trés passos: 4 colapsadores

Vamos agora eliminar o quarto colapsador.

A eliminagao do quarto colapsador, §(g7, A) = ¢s, colapsa o estado ¢; no estado
¢s; a unica transicao que referenciava o estado ¢; era §(gs,p3) = g7 e teve essa
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referéncia substituida para referenciar ¢s, produzindo um lago em ¢5. Todas essas
alteracoes estao apresentadas na Fig. 4.24:

Figura 4.24: F'A apds quatro passos: 3 colapsadores

A eliminacao do quinto colapsador, d(gs,\) = go, colapsa o estado gg no es-
tado gs; a unica transi¢do que referenciava gs era (g5, ps) = gs, € teve a referéncia
substituida para referenciar ¢,. Veja a Fig. 4.25.

Figura 4.25: F'A ap6s cinco passos: 2 colapsadores

Vamos agora eliminar o sexto colapsador.

A eliminagdo do sexto colapsador, d(qg, \) = i, colapsa o estado ¢i9 no
estado qo; as duas produgoes que referenciavam o estado qio, 0(qi0,P5) = qu1, €
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d(q11, \) = quo, tiveram suas referéncias substituidas para referenciar o estado qg. A
Fig. 4.26 apresenta todas essas mudancas:

»d11

Figura 4.26: F'A ap0s seis passos: 1 colapsador

A eliminacdo do sétimo colapsador, d(q11,A) = o, colapsa o estado g1 no
estado g9. A tunica transigdo que referenciava o estado g1 era d(qo,ps) = qu1, €
teve essa referéncia substituida para referenciar g9, produzindo um laco em g9, como
mostra a Fig. 4.27:

Figura 4.27: F'A ap0s sete passos: 0 colapsadores

E 0 momento de aplicar o algoritmo principal EliminaColapsadoresEPontes-\.

O automato, na figura anterior, possui trés componentes fortemente conexas:
Cy =H{q,6,¢}, Co = {q} C5 = {q1}. A transicdo 6(qy,\) = ¢1 é uma ponte-\
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entre as componentes Cy e C3. Veja a Fig. 4.28.

Executamos o algoritmo FEliminaColapsadores na componente C1:

Figura 4.28: F'A ap6s eliminar colapsador no componente C

As componentes Cs e C3, nao possuem colapsadores, e, portanto, essa parte
do algoritmo ¢é encerrada.

Agora devemos executar a eliminagao de pontes-A, comecando pelos compo-
nentes C3 e Cy; neste caso o algoritmo EliminaPontes-A elimina a ponte-\ §(gg, A) =
q1, transformando os componentes C3 e Cs em apenas um componente fortemente
conexo como se pode observar na Fig. 4.29.

Figura 4.29: F'A ap6s eliminar ponte-\ entre as componentes C5 e C

O automato acima é, salvo isomorfismo de estados, exatamente o mesmo que
o automato da Fig. 2.10 que define a linguagem de controle para a gramatica G
do exemplo 2.4.3.
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O isomorfismo ¢, mencionado, estabelece uma relagao bijetora entre os estados
do automato na Fig. 4.29 e os estados do automato na Fig. 2.10, da seguinte forma:

qo — 4o,
q1 — 41,
q5 — q2.

Esse isomorfismo ¢ conserva transicoes; isto quer dizer que se g, p sao estados
do autoémato da Fig. 4.29, entre os quais existe uma transicao d(q,a) = p entao
d(#(q),a) = ¢(p) é a transigao correspondente no automato da Fig. 2.8.
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4.3 Analisadores Adaptativos descendentes con-
trolados

As gramaticas livres de contexto com linguagem de controle regular com verificagao
de aparéncia podem servir como “pedra de Roseta” entre “algumas” gramaticas
livres de contexto adaptativas com verificacao de aparéncia e automatos finitos adap-
tativos, que por sua vez sao analisadores para as linguagens que essas gramaticas
geram. Consideramos apenas gramaticas para as quais o simbolo inicial aparece em
producoes cujo lado direito é uma seqiiéncia de simbolos nao-terminais e nenhum
outro terminal se duplica, como em A — AA.

A arvore de analise é codificada, na estrutura do automato adaptativo, da
seguinte forma: O simbolo inicial da gramatica é representado por um estado especial
chamado ¢;; a partir desse estado, é construido um autéomato finito que serve como
base para fazer um reconhecimento das palavras da linguagem, acompanhado da
construcao da arvore de analise correspondente.

A construcao do automato finito é feita em trés etapas. Consideremos a
producao p =S5 — A1 Ay ... A,_1A, cuja arvore de derivacao é mostrada na tabela
a seguir:

producao inicial arvore de andlise
S
p=S—A1Ay. . A, 1A, // \\\
Ay A e Apr Ag
Arvore de andlise para p =S — Ay,..., A,.

Na primeira etapa, de construgao do automato finito adaptativo, sdo criados
estados qa, ..., qne1 € transigoes d(qy, A;) — ¢iv1, com i = 1,... n; esses estados e
transicoes representam a codificacao, no automato finito adaptativo, da aplicacao
da producao p na drvore de derivacao da palavra que estiver sendo reconhecida pelo
automato.

Também sao criados estados r1,...,r, e transi¢oes 0(r;, \) — ¢j11, com i =
1,...,n; esses estados sao chamados registradores e servem como memoria para
armazenar a posicao onde devem ser aplicadas as producoes que tém em seus lados
esquerdos os nao-terminais Aq, ..., A,.

O correspondente autoémato finito (ainda nao adaptativo) para essa arvore de
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analise é apresentado na figura 4.30:

Figura 4.30: Inicio. Omitimos os registradores entre 74, € 74, .

A arvore de andlise esta codificada, nesse automato finito, da seguinte forma: O
simbolo inicial S' da gramatica é representado pelo estado ¢;; os registradores r4, . . .,
r4,, Servem para armazenar o estado em que devem ser aplicadas as producoes que
tém, no seu lado esquerdo, os nao-terminais A, ..., A,,.

A segunda etapa, da construcao do automato finito adaptativo, cria um cami-
nho vidvel desde o estado inicial ¢y ao estado final ¢; do automato finito adaptativo.
Esse caminho viavel é representado por um caminho, formado por transicoes-A, que
partindo do estado ¢,, atravessa os estados qa, ..., @,+1 € termina no estado ¢;. A
Fig. 4.31 mostra o resultado dessa etapa, no exemplo anterior:

Figura 4.31: Criacao de um caminho “viavel” entre ¢g e ¢.
G 0

Na terceira etapa, da construgao do automato finito adaptativo, devem-se
trocar as transicoes A\ do caminho que vai do estado gg até o estado q1, por transicoes
que consomem simbolos do alfabeto da linguagem gerada pela gramatica livre de
contexto com linguagem de controle regular; O critério para fazer isso é examinar a
expressao regular que controla a derivacao das palavras da linguagem associando, a
cada transi¢ao no caminho vidvel, um simbolo do alfabeto “produzido” por alguma
produgao na derivagdo mais curta possivel (pode ser que fiquem transigoes vazias
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no final do caminho vidvel); deste modo deve-se criar um prefizo de alguma palavra
da linguagem em questao.

A Fig. 4.32 mostra o resultado dessa etapa no exemplo anterior.

Figura 4.32: Prefixo “viavel” entre qq e ¢;

A arvore de analise vai sendo construida por funcgoes adaptativas a medida
que o automato finito adaptativo vai consumindo simbolos da cadeia de entrada e
transitando pelas transicoes que compoem o prefixo viavel. Para construir a arvore
de anélise é necessario:

1. Marcar cada terminal, no prefixo vidvel, com a producgao que foi usada para
gera-lo, codificando assim uma parte da arvore de anélise da palavra que estiver
sendo consumida, sem realizar mudancas estruturais, ou entao,

2. Realizar mudancas estruturais no automato finito adaptativo, que codifiquem,
a cada simbolo consumido pelo mesmo, a aplicagao da produgao responsavel
pela geracao desse simbolo.

O cddigo indicador de que um simbolo ¢ foi produzido pela aplicagao de uma
produgao p,, a partir de um estado ¢4 apontado pelo registrador r4 é uma transicao
que vai de g4 ao estado de partida da transicao que consome o. A Fig. 4.33 mostra
o efeito de tais producoes sem realizar mudancgas estruturais no automato finito
adaptativo:

Grosso modo, tais mudancas estruturais requerem, em geral:

1. Remover algumas transicoes, para incluir um nova transi¢ao entre outras duas,
ja existentes,

2. Criar novos estados e transi¢oes, para conservar a sintaxe descrita pelas transi-
¢oes removidas e incluir a sintaxe dos simbolos que estiverem sendo gerados
pela producao que esta sendo aplicada a arvore de andlise e que estd sendo
codificada na estrutura do automato finito adaptativo.
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Figura 4.33: Marcacao dos terminais do prefixo “vidavel” do caminho entre gq e ¢;.

3. Atualizar os registradores.

Agora vamos detalhar como realizar essas mundancas estruturais, discutindo o
caso de aplicacao de uma producao entre dois simbolos num caminho vidvel entre ¢
e ¢1. Suponhamos que o estado seja g4 e que ele seja apontado pelo registrador 7 4.
Consideramos apenas o caso de produgoes com recursao a esquerda; as discussoes a
seguir podem ser extendidas para o caso de produgoes com recursao central.

Sejam os simbolos terminais p, o, 7 € X, os simbolos nao-terminais A, B € N,
e a producao p = A — oB. A seguinte tabela mostra uma arvore de derivacao antes
e depois da aplicacao da producao p ao né A:

antes de aplicar p=A — 0B depois de aplicar p = A — 0B

} A } A }

p o B T
O terminal 7 pode (mas nao precisa) ter sido gerado pela mesma producao que
gerou o terminal p, mas vamos considerar o caso mais geral, em que cada um desses

terminais é gerado pelas producoes p, e p, respectivamente. A Fig. 4.34 mostra a
codificacao da arvore de analise antes da aplicacao da produgao p = A — oB:

p T

Sao criados dois novos estados, q,, ¢s, para codificar a aplicacao da producao
Po; Observe que nao é alterada a transicao indicativa de que o simbolo p foi gerado
pela aplicacao da produgao p,; em troca, o estado de chegada da transicao que
consome p foi atualizada para incluir o simbolo ¢ no prefixo viavel; o simbolo o,
consumido por essa transi¢ao, ¢ marcado como tendo sido gerado pela producao p,;
as transicoes entre os estados g4, ¢y, sao atualizadas, substituindo o estado g4 pelo
estado ¢,; finalmente o registrador r4 é atualizado para apontar para g,.
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~dA
p

Figura 4.34: Antes de aplicar a producao p, = A — 0B

74
DA

Figura 4.35: Depois de aplicar a produgao p;, = p, = A — 0B.

Para realizar estas transformagoes estruturais, o tnico dado que temos é o
estado apontado pelo registrador r4 (o tinico dado € o préprio registrador); vamos
mostrar uma seqiiéncia de agoes adaptativas elementares que realizam essas trans-
formacoes estruturais; para sua operacao, definimos trés varidveis: qa, gz, gy, € dois
geradores ¢* e ¢¥, para os novos estados; as acoes elementares listadas a seguir de-
vem de ser executadas na seqiiéncia em que aparecem, de esquerda para a direita e
de cima para baixo; tal seqiiencialidade pode ser obtida por uso de acoes iniciais e
finais, omitidas para maior clareza:

/*calcula estados aos quais aplicar a transformacao referente ao estado g4*/

MNra,A) = aal, ?[(gwp) — qal,  ?[(gy,pr) — qal,
/*remocao de transigoes ao redor do estado g, *RRGCRRRRRccicioisioidicice: |

—[(ra,A) = qal, —[(qz:p) — qal;, —(ay,pr) — qal;, —[(qa,7) — q,],
/*insercao de transigoes ao redor do estado g, *HHHHHRIRceeessssooioieick /
+ra,A) = a), +(gw,p) = @), +(@.0) = al, (g5, 00) = @],
+[(q877—) - Qy]7 +[(anpT) - qs]7 +[(QA7 B) - qs]

Para terminar de descrever as transformacoes estruturais, devemos adotar algum
critério, segundo o qual se possa determinar em quais transicoes devem ser colocadas
funcoes adaptativas, e a como essas funcoes adaptativas devem operar.

Se a expressao regular que descreve as derivagoes das palavras das linguagen
nao apresenta nenhuma estrela de Kleene, ou nenhum fecho transitivo “+”, entao
a linguagem é formada por um conjunto finito de palavras, e a determinacao de
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uma arvore de andlise para cada uma delas é trivial, podendo ser feita por busca
exaustiva. Portanto, vamos supor que a expressao regular contenha, pelo menos,
uma estrela de Kleene; o processo descrito a seguir pode ser adaptado ao caso do
fecho transitivo “+7.

Em particular, a aplicagdo da primeira produ¢ao de uma (sub) expressao regu-
lar que expressa repeticoes por estrela de Kleene, por exemplo, (p;, ...p;, )", deve
fazer modificagoes estruturais, de modo que fique previsto, na nova estrutura, a
construcao da arvore de andlise correspondente as demais produgoes que aparecem
nessa expressao regular.

Assim, a mudanca estrutural, para cada uma das producoes p;,, . .., D;,, € sim-
ilar a descrita pelas figuras 4.34 e 4.35 e a transicao adaptativa deve ser “acoplada”
ao estado que é apontado pelo registrador referente ao nao-terminal que consta no
lado esquerdo de p;,; esse estado deve fazer parte do prefixo vidvel, no caminho
que vai do estado ¢y ao estado ¢, e a transicao adaptativa deve consumir algum
simbolo terminal; vamos assumir que o simbolo a ser consumido € u, e que a funcao
adaptativa é A,. A Fig. 4.36 resume essas consideragoes:

Figura 4.36: Antes de aplicar a produgao p;, =p, = A — 0B

Nesse caso, as transformacoes estruturais sao similares ao caso descrito nas
figuras 4.34 e 4.35, com a diferenca que o estado ¢, deve ser intercalado entre os
estados ga e ¢s; desta vez, definimos quatro varidveis g4, ¢z, ¢y, ., ¢ dois geradores
q; e q;:

/*calcula estados aos quais aplicar a transformacao referente ao estado g,****/
NrasA) = aal, (e p) = a4l 2@y, pr) = qal,  ?[(qas ) = {A0} ],
/*remocao de transigoes ao redor do estado gy *HAAceiRiiciciceccesssicioioioioieiiek /
_[(TA7)‘> _>QA]7 _[(qIE?p) _>QA]7 _[(anp7> _>qA]7 _[(QAaT) _>Qy]7

—[(qa, ) = { A0},

/*insercao de transigoes ao redor do estado gy **HHHRiicicicioosseeeoioiioieier /
Hra,A) = @l +(Gwp) = @, +H(@0) = a), +(gps) = gl

+ge,m) = a)s +Hlgypr) = @], +H(ga, B) = ¢zl +(ga, 1) — {AL0) ]
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A Fig. 4.37 a seguir mostra o efeito das transformacoes elementares anteriores;
o simbolo ¢ foi intercalado, no prefixo viavel, entre os simbolos p e 7; o registrador
foi atualizado e a funcao adaptativa foi re-colocada, para poder realizar alteragoes
em uma proxima aplicacao da produgao p;, no estado apontado pelo registrador r4:

Figura 4.37: Depois de aplicar a producao p;; = p, = A — 0B

Caso existam conflitos (por exemplo, se em um estado, apontado por ry,,
existem duas produgoes que podem ser aplicadas, gerando o mesmo terminal), eles
devem ser resolvidos anexando, em transigoes que partem do estado em que acontece
o conflito, funcoes adaptativas que se encarregam de cada uma das alternativas
possiveis. Essa estratégia de resolucao de conflitos pode implicar em uma reescrita
macica de varias transicoes, que indicam qual producao foi aplicada, para produzir
um dado simbolo terminal.

Vamos ilustrar todas as consideracoes anteriores em um exemplo tnico, na
proxima secao, mas antes vamos fazer alguns comentarios adicionais.

Os espacos de memoéria que servem para armazenar os estados em que de-
vem ser aplicadas as producoes, foram chamados de “registradores” numa alusao
ao modelo de Shutt!”l, pois a ideia bésica é simular a meméria do modelo r-SMFA,
onde r é um numero natural. Esses registradores nao sao incluidos nas figuras do
exemplo da proxima se¢ao para nao poluir os desenhos, mas estao presentes nas
funcoes adaptativas.

As operacoes descritas nesta secao nao estao suficientemente detalhadas para
constituir uma prova de que sempre é possivel obter um analisador como o descrito.
No capitulo 5 descrevemos alguns detalhes que devem ser levados em conta para
desenvolver tal prova, bem como alguns problemas relacionados.
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4.3.1 Analisador Adaptativo para G/lo da observacao 2.4.2

Para iniciar a construgao do analisador baseado em AA, fazemos a construcao co--
rrespondente a primeira producao da gramatica, criando o caminho viavel entre gq
e q;. Obtém-se o automato da Fig. 4.38.

Figura 4.38: Inicio

Construimos, em seguida, as transicoes adaptativas que fazem a andlise das
palavras representadas pela expressao regular que define a linguagem de controle;
os indices de cada funcao adaptativa provem da producao a qual estao associadas;
As encarrega-se de gerar a subarvore correspondente as repetigoes das aplicagoes
das producoes ps, p3 e ps; As faz com que as tdltimas a, b, ¢ reconhecidas sejam
associadas as producoes ps, pg € pr, respectivamente; ambas as funcoes adaptativas
dependem dos registradores r 4, g e r¢, para determinar a qual né da arvore aplicar
as transformagoes:

As(Of

/*varidveis para a manipulagao das transigoes™®/

qAiy 4Biy q4cis QAf, 4Bf, 4Cf,
/*usa os registradores para determinar os estados aos quais aplicar a transf.*/

(ra, A) — qail, (re, A) = amil, (res A) — qcil
/*elimina as transi¢oes que consomem os tltimos simbolos a, b e c*/
—[(qaip2) = qagl,  —[(gBisp3) = aBsl, —[(qci, ps) — oyl

/*marca os 1ltimos simbolos a, b e ¢ como consumidos por ps, pg, € pr*/
+[(qaisps) — qagl,  +l(aBi,ps) — aBsl,  +l(aci, p7) — qcy]

}
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Figura 4.39: Automato Finito Adaptativo inicial

Na Fig 4.39, vemos o analisador pronto para iniciar sua execug¢ao; como primeiro
experimento, vamos efetuar o reconhecimento da palavra abc; deve-se notar que os
registradores 74, 7p € r¢ (omitidos na figura) apontam para ¢a, g3 € g4 respectiva-
mente; a Fig. 4.40, mostra o efeito da aplicacdo da funcao adaptativa As; note-se
que nao foram realizadas mudangas estruturais, apenas a semantica dos trés ultimos
passos do reconhecimento foi estabelecida indicando quais producoes foram aplicadas
na arvore de analise.

Figura 4.40: Apds aceitar abc

Precisamos agora descrever a funcao adaptativa A,; como esta funcao adapta-
tiva realiza mudangas estruturais complexas, vamos ilustrar seu funcionamento (que,
para o programador de automatos adaptativos, deve ser atdémico) em varios passos,
a fim de ilustrar melhor a estratégia adaptativa usada. Observamos primeiramente
que, se o segundo simbolo a foi consumido, deve ser porque os primeiros simbolos a,
b e ¢ estao associados ao uso das producgoes ps, p3 € py na arvore de analise. Isto im-
plica também que deve ser consumido um segundo simbolo b e um segundo simbolo
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c. Tudo isto deve ocorrer mantendo o caminho vidvel entre ¢y e ¢;. Consideramos
agora que a palavra a ser consumida é aabbcc.

Figura 4.41: Depois de ter consumido o prefixo a de aabbcc. Controle em ¢s.

Na Fig. 4.41 vemos a arvore de andlise depois de ter consumido o primeiro
simbolo a da palavra aabbce; nada é modificado até esse ponto. Na Fig. 4.42 vemos
a primeira alteracao a ser realizada pela funcao adaptativa As: estabelecer que os
primeiros simbolos a, b e ¢ sao consumidos pela aplicagao, na arvore de andlise das
producoes ps, p3 € py respectivamente.

Figura 4.42: Consumindo o prefixo aa de aabbce (1). Controle em gs.

A fungao adaptativa A, agora deve estabelecer que a segunda letra a consumida
corresponde também a uma aplicagao da producao ps; para isto é criado o estado gg;
deve ser criada também uma nova transicao adaptativa (que partindo de g5 produz
a criagao do estado de chegada ¢;) adaptativa para levar em conta de um terceiro
a, e o registrador r4 deve ser atualizado para apontar a g5. O resultado é mostrado
na Fig. 4.43.
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Figura 4.43: Consumindo o prefixo aa de aabbce(2). Controle em gs.

Agora, a funcao adaptativa A, deve criar a transicao que consome o segundo
simbolo b da palavra aabbce, e que fica associada a aplicagao da producao ps. O
registrador rg deve ser atualizado para apontar o estado ¢g9. O caminho viavel é
mantido. Veja Fig. 4.44.

Figura 4.44: Consumindo o prefixo aa de aabbce(3). Controle em gs.

A funcao adaptativa A, agora deve estabelecer que a segunda letra ¢ consumida
corresponde também a uma aplicacao da produgao py; para isto, foram criados
os estados qip e qi1; e o registrador r4 é atualizado para apontar ¢;;; o caminho
vidvel é mantido trocando-se a transicao vazia 0(qq,\) = ¢ pela transigao vazia
8(q11, \) = q. Ver Fig. 4.45.
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Figura 4.45: Consumindo o prefixo aa de aabbce(4). Controle em gs.

A Fig. 4.46 mostra o analisador depois de consumir o primeiro simbolo b. A
fungao adaptativa As foi ativada, e substitui as transigoes §(gs, p2) = s, 9(qo, P3) =

gs € 5(Q11>P4) = q1o pelas transicoes 5(Q5>P5) = (e, 5(%,]96) =(gg € 5(Q11>P7) = {10, O
controle fica em gs.

Figura 4.46: Depois de consumir o prefixo aab de aabbee(5). Controle em gs.

A partir daqui, o automato nao sofre mais modificagoes, consumindo o su-
fixo bee da cadeia e deixando, codificada na sua estrutura, a arvore de andlise
para a cadeia reconhecida. Com base na observacao do comportamento do anal-
isador, pode-se agora definir, finalmente, a funcao adaptativa A,(), na qual incluimos
nimeros de linha para poder ilustrar como separa-la para garantir a seqiiencidali-
dade das acoes elementares.
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Az ()f
1 /*varidveis para a manipulagao das transigoes™®/
2 daA, 4B, 49cC, 9z, y, 4z,
3 /*geradores para mudancgas estruturais™/
4 @ Ghss DBr IBsr 40 40
5 /*usa os registradores para determinar os estados onde aplicar a transf.*/
6 ?[(rAa )\) - QA]> ?[(rBa )\) - QB]> ?[(TC7 )\) - QC]
7 /*elimina a transi¢oes que consomem as ultimas letras a, b e ¢*/
8 —[(qa:ps) = @], —llasps) = @), —[(gc:p7) — @],
9 /*marca as ultimas letras a, b e ¢ como consumidas por ps, p3, € ps™/
10 +[(qA>p2) - q:c]> +[(qBap3) - qy]7 +[((JO>Z94) - q,z]
11 /*calcula estados onde aplicar a transformacao referente ao estado ga™*/
12 ?[(gz, @) — qal, (qy: p3) — qal, (g4, a) — {As2}g],
13 /*eliminacao de transi¢oes ao redor do estado g™/
14 _[<QI7 CL) - QA]7 _[(Qyup?)) - qA]v _[(qA7 b) - {AG}Qy]v
15 —[(qa,a) — {As}e.],
16 /*adigao de transi¢oes ao redor do estado g4*/
17 +[(¢era) = qar),  +(gar @) — @], +[(g,p2) = qarl,
18 +[(q7«’7 CL) - {A2}QAS]7 +[(QZ7 b) - {AG}Qy]7 +[(Qyup3) - QZ]7
19 +[(ga,4) — ¢.]
20 /*calcula estados onde aplicar a transformagao referente ao estado g™/
21 ?[(qx7 a) - QB]7 ?[(anpi%) - qB]a ?[((JB> a) - {'82}(]z]a
22 /*eliminagao de transigoes ao redor do estado g™/
23 _[(QSIH a’) - QBL _[(anpi%) - qB]a —[(QB> b) - {BG}Qy]a
24 —[(gp,a) — {Ba2}q.],
25 /*adigao de transi¢oes ao redor do estado ¢p*/
26 +[(qgca CL) - QBT]> +[(QBra CL) - QZ]a +[(Qz>p2) - QBT]>
27 +[(gz,a) — {Ba}aps), +[(qz,0) — {Bs}qy], +[(ay, p3) — ¢l
28 +[(gp, B) — ¢
29 /*calcula estados onde aplicar a transformagao referente ao estado qc™/
30 ?[(gx, @) — qcl, ?[(gy: p3) — qcl, (g, a) — {Ca}a:l,
31 /*eliminagao de transi¢oes ao redor do estado g™/
32 _[(QSIH a’) - QC]> _[(anpi%) - QCL _[(QC> b) - {Cﬁ}qy]a
33 —[(gc,a) — {Ca}a.l,
34 /*adigao de transi¢oes ao redor do estado g™/
35 +[(Qx7 CL) - qCT]? +[(QCT7 Cl) - QZ]7 +[(QZap2) - qCT]a
36 +[(QZ7 CL) - {62}QCS]7 +[(QZ7 b) - {CG}Qy]a +[(Qyup3) - q,z]a
37 +[(QCa C) - qz]

—
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Para impor a seqiiencialidade da agoes adaptativas elementares introduzimos
uma fungao adaptativa inicial Agipicia() € uma funcao adaptativa final Asfina(); a
funcao adaptativa As executa as linhas 20-28; a funcao adaptativa inicial As;picial
executa, usando uma funcao adaptativa inicial, as linhas 6-10 e executa em seu
proprio corpo as linhas 12-19; a funcao adaptativa final Asfinq executa as linhas

29-37.
Az (4
A2inicial(- . )
/ * linhas20 — 28 x /
A2final(' . )
}

Para concluir, apresentamos a arvore de andlise decodificada a partir da estru-
tura do automato finito adaptativo obtida com a ajuda do analisador. As arestas
foram codificadas com as producoes aplicadas; os superindices das arestas denotam
o instante do andlise no qual a producao foi aplicada.

S
P} pl NI
A B C
P P P; P pi i
a A b B c C
p3 o P
a b c

Arvore de analise, decodificada da estutura do automato finito adaptativo.
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4.4 Resumo

Neste capitulo:

1. Descrevemos como obter um analisador ascendente baseado em automatos-
pilha para as gramaticas livres de contexto com linguagem de controle regular
e verificagao de aparéncia.

2. Descrevemos os algoritmos EliminaColapsadores, EliminaPontes-\, que servem
como infraestrutura bésica para obter o analisador ascendente mencionado,

3. Discutimos, de forma geral, uma estratégia que pode ser usada para obter um
analisador descendente baseado em automatos finitos adaptativos para algu-
mas (como aquelas descritas na secao 4.5) gramaticas livres de contexto com
linguagem de controle regular e verificacao de aparéncia.

O analisadores mencionados e os algoritmos de eliminacao de colapsadores e
pontes-\ sao de nossa autoria e foram desenvolvidos no decurso de nossa pesquisa.
Cronologicamente, foi desenvolvido primeiro o analisador ascendente, depois os al-
goritmos (na ordem em que os mencionamos) e finalmente os analisadores descen-
dentes.



Capitulo 5

Contribuicoes e temas para
futuras pesquisas

Neste capitulo apresentamos um resumo dos principais resultados obtidos nesta
pesquisa, e fazemos um balango da contribuicao que esses resultados trazem para
a area. Comentamos também alguns temas que podem ser motivo de pesquisas
futuras, assim como alguns problemas que ficaram em aberto durante esta pesquisa
e fazemos conjecturas sobre as possiveis solucoes destes problemas.

5.1 Principais contribuicoes.

No presente trabalho, nds resolvemos, em relacao as gramaticas livres de contexto
adaptativas com verificagao de aparéncia (veja segao 3.2), as questdes da equivaléncia
com maquina de Turing, da eliminacao de geradores, varidveis, agoes adaptativas
iniciais e finais, produgoes dependentes de contexto, e do fato de ser desnecessario
gerar novos nao-terminais ou novas produgoes.

Outras contribuigoes que este trabalho oferece sao:

1. Especificagao estritamente gramatical de condicoes dependentes de contexto
(secao 3.2) e obtengao automatica de analisadores capazes de reconhecer tais
dependéncias de contexto (ascendentes na se¢ao 4.3 e descendentes, com algu-
mas restri¢oes, na segao 4.5)

2. A andlise, em modo adaptativo, de uma linguagem (segao 4.5), sem a neces-
sidade de gerar, a priori, o reconhecedor ou analisador completo dessa lin-
guagem.

215
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5.2 Contribuicoes didaticas.

Como contribui¢oes menos significativas, e também como subprodutos didaticos,
produzidos durante esta pesquisa, podemos citar, entre outros, os seguintes:

1. Os diagramas de fluxo aqui utilizados para gramaticas programadas, que foram
baseados e adaptados dos diagramas de Rosenkrantz¥,

2. O uso de automatos finitos para representar a linguagem de controle das
gramaticas com linguagem de controle regular.

3. Os analisadores ascendentes (ndo-deterministicos e dependentes de contexto),
baseados em automatos-pilha e obtidos a partir de gramaticas livres de con-
texto com linguagem de controle regular e verificagao de aparéncia.

4. Os algoritmos EliminaColapsadorese eliminaPontes-\ para a remocao de transi-
¢oes-\ do conjunto de transi¢oes fornecido como saida pelo algoritmo wirth2ape.

5. Os analisadores descendentes baseados em automatos finitos adaptativos e
obtidos a partir de gramaticas livres de contexto com linguagem de controle
regular e verificacao de aparéncia.

5.3 Temas para futuras pesquisas.

5.3.1 Projeto e implementacao de linguagens de programacao.

Considerando que os dispositivos estudados nesta tese tém poder computacional de
maquina de Turing, eles representam diferentes formas alternativas para ensaiar a
sintaxe de uma linguagem de programacao; portanto, eles podem também servir
como a base para um sistema, mais complexo, que inclua um ambiente de execucao
de modo que permita fazer definicao estritamente sintatica de linguagens de pro-
gramacao, de forma similar ao que foi feito, historicamente, para a linguagem de
programacao ALGOL68MY.

Com efeito, a sintaxe e a semantica da linguagem de programagao ALGOLG68
foram totalmente descritas, no documento citado, em forma sintatica, usando o
mode-lo formal das graméticas-W (citada na subsegao 1.5.1), que possui poder
computacional de maquina de Turing; em particular, para fazer a representacao
da semantica, foi usado o paradigma da seméantica operacional®?; isto significa que
uma parte das construgoes basicas da linguagem foi implementada, de modo tal que
todas as outras construgoes fossem executadas acima dessas construgoes bésicas.
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Qual a vantagem de nossa proposta sobre a estratégia descrita no paragrafo
anterior? A vantagem é a simplicidade: embora gramaticas-W e gramaticas livres
de contexto adaptativas possuam o mesmo poder computacional, as gramaticas-
W precisam prever, nas suas producgoes, uma possivel geracao de uma quantidade
infinita de produgoes livres de contexto, sendo que as gramaticas livres de contexto
adaptativas trabalham sempre, nao apenas com uma quantidade finita, mas fixa, de
producoes livres de contexto.

Para descrever um tema de pesquisa de uma possivel aplicacao dos analisadores
descendentes adaptativos, descritos na secao 4.5, na area de projeto de linguagens
de programacao, vamos relembrar uma discussao que aconteceu durante o decorrer
da disciplina “PCS 730! Projetos e Técnicas de Construcao de Compiladores” no
segundo periodo de aulas de 19982 e que pode ser resumida na seguinte pergunta:

Por que, ao invés de fazer compiladores completos para linguagens de pro-
gramacao, nao fazemos “um sistema” que gere, para cada programa a ser com-
pilado, um programa executavel que inclui “apenas” as partes da linguagem
que o dado programa requer para sua execugao?

ou, para ser mais preciso:

Por que, ao invés de construir analisadores (completos) para linguagens de
programacao, baseados em reconhecedores livres de contexto para a sintaxe
dessas linguagens, nao criamos “um sistema” que gere, para cada programa
a ser compilado, um programa executavel que inclui “apenas” as partes da
estrutura sintdtica da linguagem (ou seja: apenas uma parte do analisador)
que o dado programa requer para seu funcionamento?

Por essa carateristica (lazy) de utilizar apenas a parte “necessaria” da sintaxe
da linguagem reconhecida para analisar um programa denotado em tal linguagem,
vamos chamar tal sistema de subcompilador.

Os analisadores discutidos na se¢ao 4.5 sao uma primeira aproximacao para
a construcao de subcompiladores adaptativos;, de fato, no exemplo apresentado na
secao 4.5.1, examinamos o resultado da execugao do analisador adaptativo ao tratar
as palavras abc e aabbcc; nesses casos, as estruturas sintaticas registradas nas arvores
de andlise codificadas no automato finito adaptativo sao diferentes; e cada uma delas
indica estritamente o que a palavra, necessita da linguagem; generalizando, para o
caso em que as “palavras” sao programas de uma linguagem de alto nivel, vamos
obter um analisador, que é um automato finito adaptativo pAA, que constréi a

1O cédigo mudou depois para PCS 5730.
2Participei como ouvinte dessa edicio da disciplina e obtive uma nota “A-moral”.
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arvore de andlise de um dado programa fonte P, exercitando “apenas”, a parte da
sintaxe da linguagem reconhecida pelo pAA que se mostra estritamente necessaria
para fazer a andlise sintatica de P.

Nestas condigoes, pode-se colocar a seguinte pergunta:

Em que casos se mostra til aplicar uma linguagem que seja analisada adap-
tativamente dessa forma?

Considerando que o tempo poupado é tempo de compilacao do compilador da lin-
guagem, ¢ essa a economia que essa analise adaptativa pode oferecer a um usudrio.
Ou seja, pode-se reformular a pergunta:

Em que situagoes é custoso compilar um compilador?

A resposta a essa pergunta é: quando a linguagem, que compilador deve aceitar, é
mostruosamente grande com respeito aos recursos computacionais disponiveis. Nesse
contexto, podem-se procurar aplicacoes de subcompiladores em areas onde os recur-
sos de execucao sao limitados, por exemplo, execucao remota, ou em ambientes de
execucao de dispositivos méveis.

5.3.2 Sintese do paradigma Adaptativo

Nossa principal preocupacgao durante o desenvolvimento desta pesquisa foi a de obter
uma melhor compreensao dos dispositivos adaptativos e das técnicas adaptativas;
essa preocupacao ¢ dirigida pelo objetivo de vir a formular uma sintese do paradigma
adaptativo; isto é, explicar o que significa paradigma adaptativo. Um tal paradigma
deve servir como modelo para explicar o comportamento de qualquer dispositivo
que, durante sua operacao, faca modificagoes na estrutura que o define, adicionando
ou retirando elementos na mesma.

Em nosso caso, do ponto de vista tedrico, nossos dispositivos adaptativos de
estudo tém sido os automatos e as gramaticas adaptativas que, embora possuam a
vantagem de oferecer um ponto de vista unificado para o estudo de linguagens for-
mais, tém contra si a enorme quantidade de detalhes associados a suas representacoes
e respectivas notacoes. Em Neto[?® foi feita uma primeira tentativa sistemética para
simplificar a notagao do automato adaptativo; essa simplificacao, embora tenha con-
seguido atingir quase todos os seus objetivos, nao conseguiu cobrir algumas questoes
fundamentais: por exemplo, nao respondeu a pergunta sobre a real necessidade de
parametros nas fungoes adaptativas.
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E no contexto da simplificacao das gramaticas adaptativas, descrita na secao
5.1, que esta tese representa uma significativa contribuicao a sintese do paradigma
adaptativo.

Por outro lado, a conversao canonica de graméticas adaptativas em automatos
adaptativos, descrita na secdo 4.1 de Iwail!, ndo pode ser também aplicada as
gramaticas livres de contexto adaptativas com verificacao de aparéncia, pois elas nao
dispoem de producgoes dependentes de contexto. Contornamos essa dificuldade, par-
cialmente, com a construcao dos analisadores descendentes baseados em automatos
adaptativos, discutida na secao 4.5 desta tese. Essa construcao mostra que, para
as gramaticas livres de contexto adaptativas nas quais somente o simbolo inicial
da gramatica somente produz uma cadeia de nao-terminais e, ¢ possivel construir
um parser adaptativo descendente. Entretanto, essa construgao inclui variaveis e
geradores, que gostariamos de ter evitado, para obtermos assim uma simplificacao
do modelo dos automatos adaptativos similar a que foi alcancada para a simpli-
ficacao das gramaticas adaptativas, que descrevemos na secao 5.1. Fica entao, como
tema de pesquisa, determinar se essa construgao pode ser generalizada para qualquer
gramatica livres de contexto adaptativa ou entao identificar a classe das graméticas
para as quais tal construcao sempre é possivel.

5.3.3 Paradigma adaptativo vs linguagens de programacao

Embora, neste trabalho, nao tenhamos logrado formular concretamente uma carac-
terizacao do Paradigma Adaptativo, ou do que poderia significar uma linguagem de
programacao de Paradigma Adaptativo, fizemos algumas contribuicoes que vincu-
lam os dispositivos adaptativos estudados neste trabalho ao projeto de linguagens
de programacao.

Para projetar uma linguagem de paradigma adaptativo, faltaria experimentar
diferentes sintaxes até conseguir uma que representasse adequadamente o paradigma
adaptativo em alto nivel.
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5.4 Problemas em aberto

Nesta secao apresentamos um conjunto de problemas para os quais nao tivemos a
oportunidade de investigar solucao ou para cujas solugoes nao nos foi possivel ainda
obter um resultado satisfatério.

Gostarfamos de iniciar essa discussao com duas “expressoes de desejo” sobre
a construcao de subcompiladores adaptativos, descritos na subsecao 5.3.1:

1. Seria conveniente que implementar um subcompilador adaptativo para uma
linguagem de programacao L nao fosse mais complexo que implementar um
compilador completo para a mesma linguagem de programacao L.

2. Seria conveniente que a execucao de um subcompilador adaptativo para uma
linguagem de programacao L fosse computacionalmente menos exigente que a
execucao de um compilador completo para a mesma linguagem de programacao

L.

Consideramos, a seguir, questoes referentes as gramaticas livres de contexto
adaptativas, com verificacao de aparéncia.

Definigao 5.4.1 Seja LA(i,j), ondei=0,1,2,2— X3, e onde 0 < j <1 a classe
das linguagens geradas pelas gramdticas adaptativas baseadas em gramdticas de tipo-
1, comi=0,1,2,2— X, 3, sequndo a hierarquia de Chomsky, e onde j = 0 denota
que a gramdtica nao possui producoes a serem aplicadas em modo de verificacdo de
aparéncia e 7 = 1 denota que a gramdtica possui produgoes a serem aplicadas em
modo de verificacao de aparéncia.

Problema em aberto 5.4.1 Gramdticas adaptativas baseadas em gramdticas reg-
ulares com verificacdo de aparéncia tém poder de mdquina de Turing, isto €, € vdlida
a sequinte equacao:

Mais geralmente podemos listar 8 problemas em aberto, incluindo o anterior:

Problema em aberto 5.4.2 Completar a tabela, na qual cada entrada representa
a posicao de LA(i,j) com respeito as linguagens na hierarquia de Chomsky:

LA\ [O0]1]
0 | Lo
1
2 L,
2= X
3
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Sobre os analisadores baseados em automatos finitos adaptativos, queremos
assinalar alguns problemas em aberto:

Problema em aberto 5.4.3 (Tedrico) Nao temos um teorema que garanta que a
transformacao descrita na secao 4.5 sempre se aplica, ou seja, essa transformac¢ao
¢ mais uma heuristica que um algoritmo.

A discussao feita na secao 4.5 pode servir como ponto de partida para um
tal teorema, levando em consideragao os casos nao tratados; por exemplo, deve-se
admitir, numa prova geral, que a primeira producgao a ser aplicada tenha no lado
direito, terminais e nao-terminais. Parece razoavel que a aplicacao de uma producao
auto-recursiva central possa ser simulada pela aplicacao de varias produgoes recur-
sivas a esquerda. A verificagdo de aparéncia deve ter o efeito de transi¢coes em vazio
no analisador; portanto deve-se investigar se isso pode introduzir nao-determinismos
ou nao.

Como os analisadores descendentes adaptativos obtidos na secao 4.5 usam
variaveis e geradores, é natural colocar o seguinte problema:

Problema em aberto 5.4.4 (Tedrico) Serd possivel obter uma subclasse dos auto-
matos adaptativos, que nao requera o uso de geradores nem de varidveis, e que Seja
equivalente a classe das gramdticas livres de contexto adaptativas com verificagao de
aparéncia?

Parte da dificuldade em formalizar a construcao dos analisadores adaptativos
descritos na secao 4.5 é devida ao seguinte problema, que surgiu ao se tentar usar
essa construcao para obter um analisador adaptativo a partir da gramética G5 do
exemplo 2.4.3:

Problema em aberto 5.4.5 (Pratico) Em caso de produgoes que duplicam um
nao-terminal, € necessdrio criar on-line novos registradores, e conservar “registro”
na memoria do AA, dos nomes desses novos registradores.

Mesmo que isso seja resolvido (alterando o modelo dos AA para obter acesso
aos nomes dos geradores, por exemplo), isso ndo € uma simplifica¢ao do modelo AA.

Outros problemas que devem ser pesquisados sao:

Problema em aberto 5.4.6 (Pratico) Obter analisadores, como os apresenta-
dos na se¢ao 4.5, para linguagens geradas pelas:

1. gramdticas programadas,
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2. gramdticas matriciais, e

3. gramdticas periodicamente variantes no tempo.

Supomos que esses ultimos deveriam mapear diretamente a TVPDA® mas nao
queremos arriscar ainda uma conjectura nesse caso.

Em particular, sabemos que as gramaticas matriciais sao equivalentes as re-
des de Petri: veja Dassow!? piginas 267-270 a9 5 simulacdo de redes de Petri pelas
graméticas matriciais e Hauschildtl®0l, para a simulacdo de gramdticas matriciais
por redes de Petri. Essa equivaléncia deveria poder ser explorarada para criar um
analisador para as linguagens geradas pelas gramaticas matriciais.
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5.5 Conjecturas

As tabelas 3 e 4 na pagina 184 de Salomaal® (veja o final da secdo A.1 do apéndice)
sugere os seguintes valores para os problemas abertos acima.

Conjectura 5.5.1 Para os casos sem verificacdo de aparéncia:

| | LA(i,0),1=0,1,2,2—),3

0 Ly
1 Lo ou L1 C LA(1,0) C REC ou L4
2 Ly
2 -\ Ly ou Ly C LA2—X0)CREC ouLly,C LA2—)0)CL,
3 Lo ou Ly ou L3

onde REC € a classe das linguagens recursivas e o apostrofe simple indica que foram
excluidas da classe as linguagens que contém a palavra vazia \. Para os casos com
verificacao de aparéncia,

| | LA(,1),i=0,1,2,2—\,3 |

0 Loy
1 Lo ou L1 C LA(1,1) C REC ou L4
2 Loy
2N Ly ou Ly C LA2—X1)CREC oul,C LA2—N1)C L]
3 Lo ou Ly ou L3

O teorema 2.1.2, sobre gramaticas matriciais sob derivacoes mais a esquerda,
sugere a seguinte:

Conjectura 5.5.2 Gramdticas livres de contexto adaptativas sob “alguma nocao”
de derivacao mais a esquerda, sem verificacao de aparéncia, identificam a classe L4
das linguagens dependentes de contexto.

Uma sugestao para tentar provar essa conjectura é desenvolver uma simulacao das
gramaticas matriciais sob derivagoes mais a esquerda usando Gramaticas livres de
contexto adaptativas. Deve-se notar que a nogao de derivagao mais a esquerda a
ser usada nao pode ser, simplesmente, a nocao de derivacao mais a esquerda das
gramaticas na hierarquia de Chomsky, pois, no caso das graméticas matriciais sob
derivagoes mais a esquerda, é apenas a primeira producao da matriz que é aplicada
mais a esquerda como na hierarquia de Chomsky; as outras produgoes da matriz
podem (ou nao) ser aplicadas mais a esquerda, como na hierarquia de Chomsky.
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A simulacao dos SMFA, feita pelos automatos finitos adaptativos descritos
na secao 4.5, pode ser usada como base para um estudo posterior das classes das
linguagens aceitas pelos analisadores baseados em automatos adaptativos definidos
nessa secao. A ideia bésica é utilizar os resultados de Shutt e Rubinstein®7 38 ¢
Wang®”!, sobre o poder computacional dos r-SMFA.

Essa mesma idéia pode ser usada para classificar o poder computacional de
subclasses de automatos adaptativos, por exemplo, projetando uma subclasse dos
automatos adaptativos para simular os automatos auto-montaveis k-NFA, ganha-se,

para a classe dos automatos adaptativos, a classificacao do poder computacional dos
k-NFA descrita por Klein?.

Em particular, se £,44 ¢ classe das linguagens aceitas pelo analisadores basea-
dos em automatos finitos adaptativos descritos na secao 4.5, entao a tabela 3, na
pagina 184 de Salomaal? (veja o final da secio A.1 do apéndice A), sugere a seguinte:

Conjectura 5.5.3
Lo C Lyaa C L,

r, . . ~ A .
onde L., € a classe das linguagens livres de contexto que nao contém a palavra vazia
r e, . ~ A
A e L, éa classe das linguagens dependentes de contexto que nao contém a palavra
vazia .

A conjectura é falsa se i) existe uma linguagem livre de contexto, que nao
contém a palavra vazia A, que nao pode ser aceita e analisada por nenhum automato
finito adaptativo como os descritos na secao 4.5, ou entao se i) a classe £,44 inclui
alguma linguagem recursivamente enumeravel que nao contém a palavra vazia \ e
que nao é dependente de contexto.

Como os analisadores baseados em automatos finitos adaptativos descritos na
secao 4.5, operam em forma descendente eles poderiam ser adequados para aceitar as
linguagens geradas pelas gramaticas LL[k]; essas linguagens formam uma hierarquia
infinita, propriamente contida na classe das linguagens geradas pelas gramaéticas
LR[k)] (proposicoes 2.12 e 2.14, paginas 229 e 230 de Salomaa?); isso sugere a nossa
ultima conjectura:

Conjectura 5.5.4 Se L2,44 € a classe das linguagens aceitas pelo analisadores
baseados nos automatos finitos adaptativos descritos na se¢ao 4.5, construidos a
partir de gramdticas com linguagem de controle reqular que geram linguagens livres
de contexto, entao

1. A classe das linguagens geradas pelas gramdticas LL[k] é aceita por uma sub-
classe de L2,44, que denominaremos LL,a4lk].
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2. A classe das linguagens geradas pelas gramdticas LR[k] € aceita por uma su-
perclasse de L2,44 que denominaremos LRyaalk].

Se a conjectura 5.5.3 for verdadeira entao é falsa a afirmativa do ponto 2 da
conjectura 5.5.4.
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Apeéendice A

Este apéndice estd dividido em trés segoes. Na primeira, sao listados resultados usa-
dos no capitulo 2 desta tese. Na segunda secdo é descrita a notacdo de Wirth!®!, para
gramaticas livres de contexto. Na terceira secio é descrito o algoritmo wirth2ape*,
o qual, a partir de uma gramatica livre de contexto G descrita em notacao de
Wirth, obtem um automato de pilha estruturado que aceita a linguagem gerada
pela gramética G,

A.1 Definicoes e resultados basicos

Os resultados listados neste apéndice foram incluidos para fornecer enunciados com-
pletos de todas afirmativas utilizadas no texto. A maioria delas é citada diretamente
por diferentes teoremas do capitulo 2 desta tese. Os dois ultimos resultados, porém,
sao utilizados apenas na prova de resultados deste apéndice. As provas podem ser
consultadas na obra citada. Conservamos a numeracao original entre parénteses
imediatamente apds da nova numeracao deste apéndice.

Definigao A.1.1 Um sistema de reescrita é um par ordenado RW = (X, P) onde
Y € um alfabeto e P € um conjunto finito de pares ordenados de palavras sobre .
Os elementos (A, B) de P se denominam “regras de reescrita” ou “produgoes” e
sao denotadas A — B. Uma palavra A sobre V' “gera” diretamente uma palavra B
sobre V e denotamos A = B se, e somente se, existem palavras o, 3, C' e D sobre
V e uma producio C — D € P tais que A = aC3 e B = aDpB. O fechamento
reflexivo-transitivo de = é denotado =*.

Definigao A.1.2 Uma “gramdtica gerativa” G = (N, T, P,S) é uma gramdtica no
sentido de Chomsky; uma gramdtica gerativa induz o sistema de reescrita (N, P).
Uma “gramdtica analitica” G = (N, T, P,S) € uma gramdtica cujas produgoes A —
B sao tais que A € (NUT)* e B € (NUT)* com a restricio de que B deve
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conter algum nao-terminal de N. A gramdtica analitica também induz o sistema de
reescrita (N, P) e suas relagoes associadas = e =* . A linguagem “reconhecida”
ou “aceita” pela gramdtica analitca G é:

LG)={w:weT" w="S5}
Teorema A.1.1 (Theorem 2.1, Part I, pag 10) Seja G = (N,T,P,S) uma

gramdtica gerativa ou analitica. Seja Py o conjunto das produgies A — B tal que

B — A € P. Entao:

L(Gl) = L(G), onde G1 = (N, T, Pl, S)
Teorema A.1.2 (Theorem 3.1, Part I, pag 19) Para toda gramdtica G = (N, T,
P, S), pode-se construir uma gramdtica equivalente Gy = (Ny, T, Py, S) tal que toda
producgao contendo terminais de T € da forma A — a, com A € Ny ea € T. Além

disso, se G ¢ de tipo 0, tipo 1, tipo 2. ou de comprimento crescente, entio Gy €
também de tipo 0, tipo 1, tipo 2. ou de comprimento crescente, respectivamente.

Teorema A.1.3 (Theorem 9.1, Part I, pag 82) Existe um algoritmo para de-

cidir se uma palavra w pertence ou ndao a linguagem L(G) gerada por uma gramdtica
tipo-1 G = (N, T, P,S5).

Teorema A.1.4 (Theorem 9.9, Part I, pag 89) Seja L uma linguagem de tipo
0 sobre o alfabeto X tal que a,b & . Entao existe uma linguagem de tipo 1 Ly tal
que

(i) Ly é formado pelas palavras da forma a’bw ondei >0 e w € L,

(ii) Para cada palavra w € L, existe um i > 0, tal que a'bw € Ly

Definicao A.1.3 Suponhamos que
D:S=wy=w=...=>w,=w

seja uma derivagao sequndo a gramdtica G = (N, T, P,S). Entdo a “drea de tra-
balho™ da palavra w pela derivacdo” D € definida por

Workspaceg(w, D) = max{|w;| : 0 < i < n}.
O drea de trabalho da palavra w € L(G) é definida por

Workspaceg(w) = min{Workspaceg(w, D) : D é uma derivacao de w}.

Lworkspace em inglés
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Definicao A.1.4 Seja L uma linguagem sobre o alfabeto . Um homomorfismo h

de ¥ € chamado um “apagamento k-linear”™ em relacio a L se, e somente se, para
cada w € L

|w] < k|h(w)].

Uma familia £ se diz fechada em relacdo a operacdo de apagamento linear se, e
somente se, h(L) € L onde L € Ly, k € um inteiro, e h é um apagamento k-linear
relativo a L.

Teorema A.1.5 (Theorem 10.4, Part I, pag 98) A familia L, € fechada em
relagcdo ao apagamento linear.

Definigao A.1.5 Um sistema de reescrita (3, P) € chamado “mdquina seqiiencial
geralizada” se e somente se satisfaz as sequintes condigoes:

(i) 3 € dividido em dois alfabetos disjuntos Q e 3;UY,. Os conjuntos Q, ¥; € 3,
sao denominados alfabetos de estados, de entrada, e de saida, respectivamente.
Os conjuntos 3; € ¥, sGo nao vazios mas nao necessariamente disjuntos.

(i) Um elemento qo € Q e um conjunto F' C Q sao escolhidos como o “estado
inicial” e o “conjunto de estados finais”

(iii) As produgoes em P sao da forma:

qia — wqj, qis 4q; € Q,CL € Ziuw S 2022‘

Dada uma mdquina seqiencial geralizada GSM e uma palavra w sobre seu alfabeto
de entrada ¥;, denotamos

GSM(w) ={z: qw =" zq1, para algum ¢, € F'}
Seja L uma linguagem sobre ¥;. Entao GSM mapeia L na linguagem
GSM(L) ={z:z € GSM(w) para alguma palavra w € L}

e dizemos que essa linguagem € uma “imagem gsm”. Por outro lado, se w € X7,
definimos

GSM ' (w) ={z:w € GSM(2)}.
Para uma linguagem L C X%, definimos

GSM™ ML) ={z:2€ GSM Y (w) para alguma palavra w € L}

e dizemos que essa linguagem € uma “imagem gsm inversa’”.

2k-linear-erasing em inglés
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Definicao A.1.6 Dizemos que uma mdquina de estados geralizada GSM é “livre
de N7 se, e somente se, todas as palavras w que aparecem nas suas producoes $ao
diferentes da palavra vazia A. Uma tmagem gsm € livre de \ se, e somente se, €
obtida por meio de uma mdquina de estados geralizada GSM livre de .

Definicao A.1.7 Uma familia de linguagens é denominada ”familia abstrata de
linguagens”, e € denotada AFL (pelas suas siglas em inglés: abstract family of
languages) se, e somente se, ela contém uma linguagem ndo-vazia e fechada em
relacao a cada uma das sequintes operacoes: unido, fechamento de concatenacdo
livre de X (de fato LT = U2, L'), homomorfismo livres de X, homomorfismo inverso,
e intersec¢ao com linguagens requlares. Uma AFL se diz "completa” se é fechada
por homomorfismos arbitrdrios.

Teorema A.1.6 (Theorem 2.2, Part II, pag 131) Toda AFL ¢ fechada em rela-
¢ao a imagens gsm sem a palavra vazia . Toda AF L completa € fechada em relagao
a imagens gsm.

Teorema A.1.7 (Theorem 9.2, Part I, pag 82) Para toda gramdtica de com-
primento crescente existe uma gramdtica de tipo 1 equivalente.

Teorema A.1.8 (Theorem 10.1, Part I, pag 93) SeG = (N, T, P, S) é um gra-
matica tipo 0 e existe um niumero natural k tal que:

Workspaceg(w) < klw|

para todas as palavras nao-vazias w € L(G), entdo L(G) € de tipo 1.
Tabela 3 de Salomaal?, pagina 184, a posicdo das classes das linguagens

L(i,7,0) geradas por graméticas de tipo-i com linguagem de controle de tipo-j sem
verificacao de aparéncia:

Nj | 01 2 3
0 | Lol Lo Lo Lo
1 [ Lo|Lo| £ CL(1,2,0) C REC L,
2 | Lo | Lo Ly C L(1,2,0) Ly C L£(2,3,0)
2N Lyl Lo | £, cL£(1,2,00 cRECT| £, € L(2—),3,0)C L)
3 | Lo Lo L, Ly

onde REC denota a classe das linguagens recursivas e REC é formada pelas lingua-
gens de REC que nao contém a palavra vazia .
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Tabela 4 de Salomaal® pagina 184, a posicao das classes das linguagens
L(i,7,1) geradas por gramaticas de tipo-i com linguagem de controle de tipo-j com
verificacao de aparéncia:

iNj |01 2 3

0 | Lo Lo Lo Lo

1 Lo | Lo L C £(1,2, 1) C REC L1

2 | Lo | Lo Lo Lo
2N Lyl Lol £ cL2—x21)CcREC | L, CcL2-N3,1)C L,

3 | Lo | Lo L, Ls
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A.2 Notacao de Wirth

Em 1977, Niklaus Wirth propus uma notacaol®®, para unificar a descricao de sintaxe

de linguages de programacao. Essa notacao, que nés chamamos de notacao de Wirth,
tém as seguintes propriedades:

1. Distingue claramente entre meta-terminais e nao-terminais,

2. Nao exclue meta-simbolos de ser usados como simbolos da linguagem (por
exemplo “|” en BNF),

3. Possue uma construgao para denotar iteragao, evitando assim o uso de recursao
para expressar repeticoes,

4. Evita usar um simbolo explicito para a cadeia vazia A,

5. Esta baseado no conjunto de carateres ASCII.

A palavra identifier é usada para denotar nao-terminal e literal é usada para de-
notar terminal. As repetigoes sdo denotadas por chaves, i.e., {a} significa A|a|aa|aaal
.... Opcoes sao expressadas por colchetes, i.e., [a] significa a|\. Parenteses servem
para agrupar, por exemplo, (a|b)c significa ac|bc. Simbolos terminais, i.e, literais, sao
delimitados por aspas duplas; se uma aspa dupla deve aparecer como um terminal
ela é escrita duas vezes.

Como exemplo, é apresentado a seguir a definicao da sintaxe da notacao de
Wirth na prépria notacao de Wirth:

syntax = {production}.

production = identifier " =" expression ".".
expression = term{ "|" term}.

term = factor { factor} .

factor = identifier | literal | "("expression”)" |

""expression”]” | "{"expression”}".
literal = """ character{character}""" .
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A.3 O algoritmo wirth2ape

Dada uma gramaticas livres de contexto G expressada em notagao de Wirth o al-
goritmo wirth2ape constroi® um autoémato de pilha estruturado que aceita a lin-
guagem gerada pela gramatica G.

Nossa discussao do algoritmo nao é detalhada, mas apenas um resumo, para
oferecer ao leitor uma primeira visao desse algoritmo.

O algoritmo pode ser dividido em duas partes, denominadas, respectivamente,
Atribuicao de estados e Obtencao das produgoes. Vamos apresentar cada uma dessas
partes separadamente. O algoritmo requer certo pré-processamento que descrevemos
a seguir

1. Se a gramatica estiver em outra notagao, deve-se inicialmente converté-la para
a notacao de Wirth.

2. Determinar a forma geral da linguagem, resolvendo o sistema de equacoes
representado pela gramatica, interpretando os nao-terminais como variaveis e
os terminais como constantes:

- Agrupar as vérias opc¢oes do mesmo nao-terminal
- Fatorar as auto-recursoes a esquerda e a direita

- Transformar em iteragoes as auto-recursoess a esquerda e a direita
A = Az|b torna-se A = b{x}
A = b|Az torna-se A = {z}b
- Determinar os nao-terminais essenciais, pesquisando-os a partir da raiz

da gramatica, de acordo com as dependéncias impostas pela gramatica

A raiz da gramatica é sempre essencial

Sao essenciais todos os nao-terminais direita ou indiretamente auto-
recuriwos centrais, que nao possam ser estritamente expressos em
funcao de terminais e/ou nao-terminais essenciais.

- Eliminar por substituicoes sucessivas, os demais nao-terminais,

- Ap6s cada substituicao, defatorar a expressao e reaplicar o procedimento.
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Algoritmo A.3.1 wirth2ape: Atribuicao de estados

Entrada: Uma expressio de Wirth E denotando uma gramdtica livre de con-
texto G

Saida: Um conjunto de estados atribuidos a posicoes da expressao de Wirth
que reconhece a linguagem gerada pela gramdtica G.

1. Iniciar em zero uma varidvel j de contagem de estados ja atribuidos,

(a)

(b)

(¢)

Para cada regra da forma:
definir um estado inicial qa,, Unico para a correspondente sub-mdquina:

Ai: . @Zl‘ . 612‘| . @
inO Aig io

Para cada agrupamento entre parénteses
A= - (04]O3]...164,)

ou colchetes

0z
associar o mesmo estado q., atribuido previamente a sus esquerda, aos

pontos iniciais de cada uma das suas alternativas. Atribuir também o
novo estado j a sua direita, e incrementar j.

A= Oul; Ol ] ; ©0).

qz qz
ou
Ai: .[. @7«1‘ . @Zz“ . @Zn]'
9z qz 7

gz qx

Para cada agrupamento entre chaves
A= {Ou[Ox]. .10}

atribuir o novo estado j a sua direita e também aos pontos iniciais de
cada uma das alternativas do agrupamento

A; :q'{-.@i1|=@i2|"‘|'-@i"}"
z ] J J J
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(d) Para cada ocorréncia de terminal, nao-terminal ou vazio A

. g
9z

atribuir o novo estado j a sua direita

.o
qx J

e incrementar o contador j.
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Algoritmo A.3.2 wirth2ape: Obtencdo das producies

Entrada: Um conjunto de estados atribuidos as posi¢oes da expressao de Wirth

Saida: Um conjunto de transicoes que representam o automato de pilha estru-
turado que reconhece a linguagem gerada pela gramdtica G.

1. Para cada regra associada a um nao-terminal A;

Ai= .00 .04 ], 0

0 Tiy 40 Tig q0 Ti.n
2. Para cada ocorréncia de terminal

. 0O .
Tip T

criar uma produgdao de consumo do dtomo o, transitando entre os estados q;,
e qi;, correspondentes as atribuigoes 1, € r;;.

'}/qsz—Oé - ’Yqijaa
3. Todas as demais transi¢oes internas sao em vazio

(a) Agrupamentos entre parénteses

ou colchetes

Zn]

Tip Tij

(SN [C P RN
T‘ik 7‘7;1 7‘7;2
Para cada final de op¢ao criar uma transicao em vazio fechando o lago:

Vi, & — VG param =1,....n

(b) Agrupamentos entre chaves:

{00 1.0 1| .6, 1},

s 5 Ti Tin® Tij
Para cada final de op¢ao criar uma transicao em vazio fechando o lago:
Vi, & — VG, param =1,....n

(c) Apenas para agrupamentos entre colchetes ou chaves, criar ainda

IYQZ;COK - ’quj «,
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4. Finalizar construindo as transicoes entre sub-mdquinas

(a) Chamadas de sub-mdquina para cada ocorréncia de nao-terminal A,

AL

Tip, Tij

criar uma transi¢cao de chamada da sub-mdquina a,, associada ao ndao-
terminal A, (o estado inicial dessa sub-mdquina é Gy, )

’quka - 'Yrij qmoa
(b) Retornos de de sub-mdquina ao fim de cada alternativa de um ndao-terminal

Ai:@il . |®zg . ‘|®Zn

T T

i1 2 in

para cada final de opgao (estados gj,, associados as marcagoes r;,) criar
uma transicao de retorno do tipo

VT uvqi), & — Yquo &



